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A   MOiNSElGNEDR 

LE  COMIE  DE  MAUREPAS, 

r 

Ministre  et  Secrétaire  d'Etat  de  la  Marine  j 
Commandeur  des  Ordres  du  Roi, 


Monseigneur, 


La  •proUction  que  vous  accordez 
aux  sciences  y  ei  les  bontés  dont  vous 
m' honorez  y  ne  sont  pas  les  seuls  mo^ 


tifs  qui  uie  âéterminefit  à  tous  pré' 
senter  cet  O./proffe ,  il  vous  oppar- 
îimt,  MONSEIGNEUR,  par  des 
droits  particuliers  ;  je  m'y  suis  pro* 
posé  dejcdre  connaître  une  nouvelle 
utilité  des  faineuses  opérations  faites 
pour  déterminer  la  figure  de  la  Terre ^ 
il  est  bien.  Juste  que  f  en  fasse  un 
honunage  public  à  celui  sous  les 
auspices  et  par  la  protection  duquel 
ces  opérations  ont  été  faites. 

Je  suis  avec  un  profond  respect ^ 
MONSEIGNEUR, 


Vo(re  Irès-humble  et  très-obéissani 
Seiviteur,  Claikaut 


INTRODUCTION. 

Quand  on  considère  tout  ce  qui 
compose  la  surface  de  notre  globe ^ 
lescontinens,  les  mers,  Jes  lacs, les  mon- 
tagnes, les  courans  des  fleuves,  etc.  ; 
on  est  d'abord  porté  à  croire  que 
toutes  les  recherches  que  peut  four- 
nir la  théorie  pour  déterminer  la  fi- 
gure de  la  terre,  sont  de  vaines  spé- 
culations, et  que  même  la  mesure 
actuelle,  ne  saurait  nous  en  faire  con- 
naître que  de  très- petites  parties,  sans 
en  pouvoir  rien  conclure  pour  le  tout. 
Quand  on  remarque  ensuite  que 
les  mers  communiquent  ensemble  de 
toutes  parts  ,  que  les  côtes  ne  sont  que 
très-peu  élevées  au-dessus  de  la  mer, 
que  la  hauteur  des  plus  grandes  mon- 
tagnes est  presque  nulle  en  compa- 
raison du  diamètre  de  la  terre  ,  que 
la  déclivité  des  plus  grands  fleuves 
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ne  suppose  pas  que  leurs  sources  soient 
plus  clevées  (i)  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer,  que  ne  le  soiic  les  mon- 
tagnes ;  ou  vient  bientôt  à  reconnaître 
que  la  figure  de  la  terre  doit  dépendre 
des  lois  de  l'hydrostatique,  et  que  les 
opérations  faites  pour  la  mesurer 
doivent  donner  à  peu  près  les  mê- 
mes résultats  que  si  on  les  faisait  sur 
une  ma'^^se  d'eau  qui  se  serait  durcie 
après  avoir  pris  la  figure  que  de- 
mande l'équilibre. 

Mais  les  lois  de  Phjdrostatîque  ne 
pourraient- elles  pas  permettre  que 
cette  masse  d'eau  eût  une  forme  irré- 
gulière, qu'elle  fut   aplatie  par  un 


(i)  Pour  édairrii  par  «n  exemple  ce  que  )C 
viens  d'avancor,  je  f•^rai  rciuan;'.!»'»  ^u(-  1?  Seine, 
dont  le  niveau  a  été  observé  avec  tant  de  soin  par 
M.  Picard,  a  environ  i  pied  de  pente  sur  looo  toises. 
Or ,  qu'on  suppose  «me  rivière  deuic  ou  trois  foià 
plus  rapide  cl  cjae  son  cours  soit  de  louo  iieucc  , 
on  n  aura  pas  une  lieue  pour  la  hauteur  de  la 
souice  uu--âessu*  dç  l'enjbouchuie. 
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pôle,  aloagée  par  Pautre,  et  que  les 
méridiens  ne  fussent  pas  semblables? 
En  ce  cas,  les  opérations  faites  en  l>a- 
ponie,  en  France  et  au  Pérou,  ne 
pourraient  nous  donner  la  vraie  fi- 
gure de  la  terre?  Voyons  donc  ce 
que  demandent  les  lois  de  Thydro- 
5  ta  tique. 

On  sait,  par  les  premiers  principes 
de  cette  science,  qu'un  Plaide  ne  sau- 
rait être  en  repos,  à  moins  que  sa 
surface  ne  soit  de  niveau,  c'est-à- 
dire  perpendiculaire  à  la  ligne  à 
plomb,  parce  qu'alors  cliaque  goutte 
ii*a  j^iis  plus  de  pente  a  couler  d'un 
côté  que  d'un  autre. 

Delà  il  suit ,  que  si  la  force  avec 
laquelle  tous  les  corps  tombent  était 
toujours  dirigée  vers  un  même  cen- 
tre, la  Terre  devrait  être  parfaitement 
ronde,  aHii  que  les  eaux  qui  la  cou- 
vrent fussent  en  équilibre  ;  mais  si  , 
au  contraire,  la  direction  de  la  pe- 
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santeur  suit  une  ligue  qui  ne  passe 
pas  par  le  centre ,  la  Terre  ne  sera 
plussphériquC)  mais  elle  aurala  forme 
nécessaire ,  pour  qu'eu  chacun  des 
points  de  sa  surface  elle  soit  coupée 
perpendiculairement  par  la  direction 
de  la  pesanteur  en  ce  point. 

Toute  la  question  de  la  Figure  de 
la  Terre  est  donc  fondée  sur  la  loi 
suivant  laquelle  la  force  de  la  pesan- 
teur agit.  Si  cette  force  dépend  d'une 
cause  qui  tire  les  corps  tantôt  d'un 
côté  et  tantôt  d'un  autre,  qui  n'agisse 
pas  sur  tous  les  méridiens  de  la  même 
manière,  qui  augmente  et  diminue 
sans  aucune  règle;  on  ne  pourra  ja- 
mais espérer  de  connaître  la  figure 
de  la  Terre ,  et  la  théorie  ni  la  pra- 
tique ne  pourront  la  déterminer. 

L'astronomie  nous  apprend  que 
la  force  qui  retient  la  Lune  dans  son 
orbite,  est  la  même  que  celle  qui  fait 
tomber  les  corps  ici  bas  ;  que  cette 
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force  agit  dans  tout  l'univers  ;  qu'elle 
pousse  les  planètes  vers  le  Soleil,  et 
les  satellites  vers  leurs  planètes  prin- 
cipales; mais  si  toutes  ces  impulsions 
d'une  même  force  suivent ,  ainsi  que 
les  observations  astronomiques  nous 
l'apprennent ,  des  lois  constantes  , 
quoi  de  plus  naturel  que  de  penser 
que  cette  force,  qui  ag;it  si  ré^ulîè» 
rement  sur  les  corps  célestes ^  agit  de 
même  sur  la  surface  et  au-dedans  de 
la  Terre  ? 

Il  y  a  plus ,  nous  apprenons  par  des 
observations  faites  en  divers  lieux, 
que  la  force  avec  laquelle  les  corps 
tombent  sur  la  Terre,  diminue  en 
allant  du  nord  au  sud,  et  que  cette 
diminution  se  fait  régulièrement.  Et 
quoique  ces  observations  ne  nous 
apprennent  à  mesurer  que  l'effort  de 
la  pesanteur  sans  nous  apprendre  sa 
direction  ,  c'est-à-dire,  sans  nous  mon- 
trer de  combien  elle  écarte  les  corps 
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de  la  ligne  tirée  au  centre  ,  nous  ne 
pouvons  pas  douter,  ce  me  semble, 
que  cette  force  ne  suive  une  loi  aussi 
régulière  dans  sa  direction  que  dans 
la  quantité  de  son  impulsion;  car  ce 
serait  être  bien  peu  physicien,  que 
d'abandonner  tout  ce  que  les  obser- 
vations astronomiques  et  géographi- 
ques nous  apprennent,  pour  se  li- 
vrer à  une  hypothèse  dans  laquelle 
la  pesanteur  pousserait  les  corps  tan- 
tôt d'un  côté,  tantôt  d'un  autre  >  et 
ferait  de  la  Terre  un  corps  irrégulier. 

Mais  si  tous  ces  phénomènes  nous 
indiquent  que  la  force  de  la  pesan- 
teur agit  régulièrement^  ils  ne  nous 
montrent  j>as  exactement  la  loi  sui- 
vant laquelle  se  fait  son  action  sur  la 
surface  et  au-dedans  de  la  Terre;  car 
on  va  voir  que  cette  loi  dépend  du 
système  de  physique  qu'on  embrasse, 
et   que    par  conséquent    la  théorie 
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seule  ne  peut  pas  donner  la  vraie 
figure  de  la  Terre. 

Examinons  d'abord  la  manière 
dont  la  gravité  (i)  agit  dans  le  système 
des  tourbillons  ,  et  la  ûgure  de  la 
Terre  qu'elle  demande. 

L'illustre  Descartes,  qui  n'avait  pas 
été  à  portée  de  connaître  les  lois  que 
les  planètes  observent  dans  leurs  m ou- 
vemens,  ne  croyait  avoir  à  expliquer 
dans  le  phénomène  de  la  gravité,  que 
cette  tendance  que  tous  les  corps  ont 
ici- bas  vers  le  centre  de  la  Terre. 
Pour  en  trouver  la  raison,  il  supposa 
que  la  Terre  était  enveloppée  d'un 


(i  Je  fais  ici  la  même  distinction  que  M.  de 
Maupertuis  (  la  Figure  de  la  Terre  déterminée,  etc.) 
entre  la  pesanteur  et  la  gravité;  j'entends  par  pe- 
santeur ,  la  force  naturelle  avec  laquelle  tout 
coq>s  tombe  ,  et  j'appelle  gravité  la  force  avec 
laquelle  ce  corps  tomberait  ,  si  la  rotation  de  la 
Terre  n'altérait  pas  son  elTort  et  sa  direction 
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tourbillon  de  matière  subtile  qui  cir- 
culait sans  cesse,  et  comme  cette  ma- 
tière en  circulaut  devait  faire  un  ef- 
fort pour  s'écarter  du  centre  du  tour- 
billon ,  il  prétendit  que  les  corps 
graves  ayant  moins  de  force  centri- 
fuge que  cette  matière ,  ils  cédaient 
à  sou  effort,  et  étaient  chassés  vers  le 
centre  de  la  Terre. 

Depuis  que  M.  Newton  a  paru  , 
les  Cartésiens  éclairés  ont  été  forcés 
de  reconnaître,  que  la  force  de  la 
pesanteur  était  répandue  dans  tout 
funivers;  ils  sont  enfin  convenus  que 
Ja  Lune  est  un  corps  grave  qui  pèse 
vers  1^  Terre;  que  la  Terre  et  toutes 
les  planètes  ont  une  semblable  gra- 
vité vers  le  Soleil,  ainsi  que  les  sa- 
tellites vers  leurs  planètes  principales, 
et  se  trouvant  encore  obligés  d'avouer 
que  toutes  ces  gravités  augmentent 
dans  la  même  raison  que  le  carré  de 
la  distance  au  corps  central  diminue. 
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ils  ont  cherché  à  tirer  de  leurs  prin- 
cipes l'explicationde  ces  phénomènes. 
A  l'exemple  de  Descartes ,  ils  ont 
eu  recours  à  la  force  centrifuge  des 
tourbillons  de  matière  subtile  qui  en- 
veloppent et  traversent  chaque  pla- 
nète ,  et  ils  ont  prétendu  que  cette 
force  centrifuge  donnait  la  loi  du 
carré  des  distances  que  tous  les  gra* 
ves  observent.  Mais  comme,  dans 
leurs  principes  ,  la  matière  subtile 
pousse  les  corps  au  centre  du  tour- 
billon, et  que  la  force  de  cette  ma- 
tière ne  dépend  ni  de  la  grandeur, 
ni  de  la  densité,  ni  de  la  figure  du 
corps  central,  il  en  est,  suivant  ces 
philosophes,  des  corps  placés  sur  la 
surface  et  au  dedans  de  la  Terre  , 
comme  de  ceux  qui  sont  au-dehors 
à  des  distances  considérables;  ils  doi- 
vent tous  être  dirigés  également  vers 
le  centre,  avec  une  force  qui  soit  en 
raison  renversée  du  carré  de  la  dis- 
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tance  à  ce  centre.  Or  cette  loi  de  gra- 
vité demande  nécessairement  que  la 
Terre  ait  une  certaine  figure. 

Pour  trouver  cette  figure,  il  faut 
commencer  par  examiner  les  chan- 
gemens  que  la  rocation  de  la  Terre 
produit  dans  la  direction  et  dans  la 
quantité  de  ia  force  de  la  gravité. 

On  sait  que  tous  les  corps  qui  tour- 
nent autour  d'an  axe  dans  le  même 
temps,  font  pour  s'en  écarter^  un  ef~ 
fort  proportionnel  à  leur  distance  à 
cet  axe.  On  sait,  de  plus,  quVi  Téqua- 
teur  cet  ettort  est  la  288*"**  partie  de 
celui  de  la  pesanteur ,  de  là  on  tire  fa- 
cilement quel  il  doit  être  dans  un  lieu 
quelconque. 

Cela  posé,  pour  trouver  la  force 
qui  pousse  un  corps  grave  dans  un 
lieu  quelconque  de  la  Terre,  on  se 
sert  de  ce  principe  si  connu ,  qu'im 
corps  sollicilé  par  deux  forces  décrit 
la  diagoiiaie  dun  paiallélogramme. 
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dont  les  deux  côtés  représentent  ces 
deux  forces.  On  prend  donc  une  ligne 
qui  exprime  le  force  avec  laquelle 
le  corps  tomberait  si  la  Terre  ne  tour- 
nait point,  et  une  autre  ligne  qui  ex» 
prime  Feffort  qui  vient  de  la  rotation 
de  la  Terre  ;  sur  ces  deux  lignes  ou 
forme  un  parallélogramme ,  dont  la 
diagonale  donne  la  direction  suivant 
laquelle  le  corps  tombe  au  lieu  donné. 
Il  n'est  pas  difficile  ensuite  à  ceux 
qui  ont  le  calcul  familier,  de  trouver 
la  figure  que  la  Terre  doit  avoir,  afin 
que  sa  surface  se  trouve  par -tout 
coupée  perpendiculairement  par  la 
direction  de  la  pesanteur ,  et  que  par 
conséquent  cette  surface  soit  de  ni- 
veau. Par  ce  calcul,  on  trouve  que  la 
Terre  est  un  sphéroïde  aplati  vers 
les  pôles,  dont  l'axe  doit  être  au  dia- 
mètre de  l'équateur  dans  la  raison  de 
576  à  577.  Voilà  donc  la  figure  de 
la  Terre  que  demuiide  la  loi  de  pe- 
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santeur  tirée  du  système  des  tour- 
i)ilious,  tel  qu'il  est  présenté  aujour- 
d'hui par  de  nouveaux  Cartésiens 
qui  ont  reconnu  une  partie  du  sys- 
tème de  M.  JNevvton  :  passons  pré- 
sentement à  la  tigure  de  la  Terre  qui 
résulte  du  système  de  M.  Newton 
admis  entièrement. 

Ce  grand  philosophe,  après  avoii* 
tiré  des  analogies  de  Kepler  la  loi  gé- 
nérale suivant  laquelle  les  planètes 
sont  poussées  vers  leur  centre  com- 
mun, examina  de  plus  près  cette  loi, 
et  il  vit  qu*eîie  souffrait  quelque  cor- 
rection quand  les  planètes  étaient  à 
une  certaine  proximité  les  unes  des 
autres;  que  la  ï^une  ,  par  exemple  , 
ne  décrivait  pas  exactement  la  même 
courbe  qu'elle  décrirait  si  elle  était 
seulement  attirée  par  la  Terre  ;  que 
la  Terre  ne  parcourait  pas  non  plus  là 
même  orbite  que  si  le  Soleil  seul  agis-* 
sait  sur  elle,  etc.  Il  se  servit  de  lastrono- 
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mie  la  plus  délicate  pour  connaître 
ces  dérangemens;,  et  il  trouva  qu'ils 
éJaient  tels  que  la  géométrie  le  de- 
mande, en  supposant  que  la  Lune, 
au  lieu  d'être  attirée  seulement  par 
la  Terre,  le  soit  encore  par  le  Soleil, 
et  que  la  Lune  et  le  Soleil  agissent 
sur  la  Terre,  ainsi  que  Ja  Terre  et  la 
Lune  sur  le  Soleil ,  en  supposant  tou' 
jours  leur  action  proportionnelle  è  la 
niasse  du  corps  attirant,  et  dans  la 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Cette  tendance  des  planètes  les 
unes  vers  les  utres,  a3/ant  été  indi- 
quée à  M.  NeA'vton  par  tous  les  phé- 
nomènes, il  a  regardé  la  gravitation 
comme  une  force  universelle.  En  con- 
séquence, il  établit  p<jur  principe,  q  ue 
chaque  particule  de  matière  agit  sur 
toutes  celles  qui  sont  dans  l'univers 
proportiannellement  à  sa  masse  et  à 
la  raison  iaver!>e  du  carré  de  sa  dis- 
tance. 
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De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  la 
pesanteur  au-dedans  et  sur  la  surface 
de  la  Terre  n'a  plus  pour  direction 
la  ligne  tirée  au  centre:  car  un  corps 
placé  en  un  lieu  quelconque  de  la 
Terre,  est  attiré  à  la  fois  par  toutes 
les  particules  dont  elle  est  composée ;, 
chacune  agissant  plus  ou  moins  obli- 
quement suivant  sa  position  et  avec 
plus  ou  moins  de  force  suivant  sa  dis- 
tance. Des  attractions  de  toutes  ces 
particules  résulte  une  seule  force  qui 
ne  tire  plus  le  corps  au  centre  ;  mais 
suivant  une  ligne  d'autant  plus  écar- 
tée du  rayon,  que  la  Terre  est  pl<is 
éloignée  d'être  sphériquej  et  Ja  ro- 
portion  suivant  laquelle  cette  force 
varie  depuis  Téquateur  jusqu'au  pôle, 
et  de  la  surface  de  la  Terre  jusqu'au 
centre,  ne  sera  plus  en  raison  ren- 
versée du  carré  de  la  distance  au 
centre  ,raais  sera  composée  des  forces 
de  toutes  ces  particules  combinées 
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avec  tous  les  carrés  de  leurs  dislances 
au  corps  grave. 

13  est  bien  vrai  que  la  somme  de 
toutes  les  attractions  des  particules 
de  la  Terre ,  et  par  conséquent  l'at- 
traction de  la  Terre  inëmé  sur  un 
corps  placé  à  une  distance  considé- 
rable^ sur  la  I.une  par  exemple,  est 
toujours  censée  dirigée  vers  le  centre, 
et  agir  suivant  la  raison  inverse  du 
carré  des  distances  ;  mais  cela  vient 
de  ce  que  Féloignement  de  la  Lune 
rend  insensible  la  différence  qui  est 
entre  la  figure  de  la  Terre  et  celle 
d'une  sphère,  et  qu'on  regarde,  en 
ce  cas,  la  Terre  comme  un  globe  (i) 
parfait;,  ce  qu'on  ne  peut  faire  dans 


(t\  Pour  }»îen  t-ntenclre  ceci,  il  faut  savois  que 
îa  loi  d'altraction  suivant  laquelle  toutes  les  par- 
ties de  la  matière  s'attirent  réciproquement  en 
raison  renversée  du  quarrë  des  distances  ,  a  cette 
propriété,  que  aeux  sphères,  quelles  que  soient 
leurs  masses  ,  s'attirent  avec  la  même  force  que 
si  chacune  avait  su  quantité  de  matière  réunie  a 

b 
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les  cas  où  Ton  considère  les  corps  quî 
sont  sur  sa  surface  ou  dans  son  in- 
térieur. 

Présentement  il  est  bien  facile  de 
voir  que  ]a  détermination  de  la  fi- 
gure de  la  Terre,  dans  le  système  de 
rattraction,  est  une  recherche  bien 
différente  de  celle  qu''on  se  propose 
dans  le  système  des  tourbillons.  Car 
dans  rhypothèse  des  tourbillons,  on 
a  la  loi  de  la  pesanteur  avant  d'avoir 
la  figure  de  la  Terre,  au  lieu  que 
dans  le  système  de  Tat  tract  ion  on  a 
deux  objets  à  chercher  à  la  fois  :  les 
Neutoniens  doivent  donc  trouver  un 
sphéroïde  tel  qu\in  corpuscule  placé 
dans  un  lieu  quelconque  de  sa  sur- 
face et  qui  est  sollicité  en  même  temps 
par  la  force  centrifuge  et  par  les  at- 
tractions de  toutes  les  parties  du  sphé- 

son  centre.  Cette  proposition  est  Hénionfrer  fori 
clairement  dans  un  mémoire  cle  M.  de  Maup«r- 
tuts  Méin,  de  V Académie  j  1733 
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roïde,  prenne  une  direction  perpen- 
diculaire à  cette  surface. 

Ce  problème  étant  résolu,  on  trouve 
encore,  comnie  dans  le  système  des 
tourbillons,  que  la  Terre  doit  être 
aplatie  ;  mais  le  rapport  de  ses  axes 
au  lieu  d'être  celui  de  5j6  à  677 , 
est  celui  de  230  à  231,  différence  assez 
sensible. 

Cette  différence  des  aplatîssemens 
que  donnent  les  deux  systèmes  qu'on 
vient  d'exposer,  n'est  pas  la  seule 
Indécision  oùla  théorie  laissait  les  géo- 
mètres avant  les  mesures  actuelles; 
il  y  en  avait  une  autre  d'autant  plus 
importante,  qu'elle  devait  être  sentie 
par  chacun  de  ceux  qui  avaient  pris 
parti  pour  l'un  ou  pour  l'autre  de 
ces  deux  systèmes  :  c'est  que  les  Neu- 
toniens  ne  pouvaient  pas  regarder  le 
rapport  de  23o  à  23i ,  comme  le  seul 
que  leur  système  pût  donner,  et  que 
les  Cartésiens  ne  pouvaient  pas  non 


xxlv      INTRODUCTION. 

plus  admettre  le  rapport  de  Syô  à 
5jj,  conuiie  le  seul  qui  suivît  de  leurs 
principes  :  examiuous  d'abord  ce  qui 
regarde  le  système  de  M.  Newton. 

Dans  ce  système,  on  trouve  pour 
le  rapport  des  axes  delaTerre^  celui 
de  2^0  à  281  ,  uniquement  parce 
qu'on  y  suppose  la  matière  de  la 
Terre  entièreiiicnt  homogène  ;  mais 
il  est  très-possible  que  les  parties  les 
plus  proches  du  centre  soient  plus 
denses  que  les  autres  ,  et  cela  est 
même  très  -  vraisemblable.  Dans  ce 
cas,  la  force  de  gravité  d'un  cc^-ps 
étant  le  résultat  de  toutes  les  attrac- 
tions qu'exercent  sur  loi  toutes  les 
parties  de  la  Terre,  le  plus  ou  le 
moins  de  densité  de  ces  parties  chan- 
gera entièrement  la  loi  suivant  la- 
quelle les  corps  graviteront,  et  de  W 
le  rapport  des  axes  sera  dilVérent  sui- 
vant les  difïérens  arrangeinens  et  la 
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différente  densité  des  parties  inté- 
rieures de  la  Terre- 

.Dans  le  système  des  G^rtf^siens,  ces 
considérations  semblent  d'abord  n'a- 
voir plus  lieu  ;  car  nous  avons  vu  que 
le  rapport  de  5j6  à  677 ,  qu'ils  trou- 
vent entre  les  axes  de  la  Terre,  est 
celui  qui  doit  résulter  de  la  supposi- 
tion que  les  corps  placés  sur  la  sur- 
face et  au-dedans  de  la  Terre ,  sont 
poussés  de  la  même  manière  que 
ceux  qui  sont  à  une  distance  consi- 
dérable de  son  centre  :  or,  corn  m  ^ 
tous  les  Cartésiens  l'ont  supposé  jus- 
qu'à présent  ,  on  ne  croirait  pas  qu'on 
pût  tirer  un  autre  rapport  de  leurs 
principes;  mais  ces  philosophes  ne 
sont  pas  plus  resti-eints  à  cette  suppo- 
sition qu'à  toute  autre  :  car  ^  après 
tout  ce  qu'ils  ont  su  faire  de  la  ma- 
tière subtile,  ils  peuvent  très -bien 
encore  imaginer  que  lorsque  cette 
matière  traverse  les  parties  intérieur:  n 
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de  la  Terre,  elle  n'agit  plus  de  Ja 
même  manière  qu'au -dehors,  et  que 
par  conséquent  la  loi  du  carré  des  dis- 
tances peut  ne  pas  avoir  lieu  pour 
ces  parties.  Ils  peuvent  dire  aussi  que 
la  matière  subtile  au  lieu  de  pousser 
tous  les  corps  vers  un  seul  centre , 
les  pousse  perpendiculairement  à  une 
espèce  de  noyau  mis  au  centre  de  la 
Terre,  etc. 

Ainsi,  ni  dans  le  système  des  tour* 
billons,  ni  dans  celui  de  1  attraction, 
on  ne  saurait  fixer  précisément  la  loi 
suivant  laquelle  la  pesanteur  agit  sur 
la  surface  et  au-dedans  de  la  Terre, 
et  par  conséquent  la  théorie  seule  ne 
peut  donner  avec  exactitude  la  figure 
de  laTerx'e;  mais  aussi  sans  la  théorie 
qui  nous  fait  voir  que  la  Terre  doit 
avoir  une  figure  régulière  ,  on  ne 
pourrait  pas  se  reposer  sur  les  opé- 
rations faites  au  nord  et  au  sud  pour 
déterminer  cette  figure,  il  faudrait 
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mesurer  sans  cesse  à  toutes  les  latitu- 
des et  à  toutes  les  loi^itudes. 

L'avantage  qu'on  peut  retirer  de 
la  théorie  en  examinant  la  question 
de  la  figure  de  la  Terre,  ne  se  borne 
pas  à  rendre  les  mesures  actuelles  dé- 
cisives ;  la  liaison  que  cette  question 
a  nécessairement  avec  celle  de  la  pe- 
santeur ,  montre  encore  que  la  vraie 
figure  de  la  Terre  étant  connue  par 
le  secours  des  mesures  actuelles,  la 
théorie  en  doit  tirer  de  giandes  lu- 
mières pour  le  système  général  du 
monde. 

Afin  d'employer,  suivant  cette  vae^ 
le  concours  de  la  théorie  et  des  ob- 
servations, j'ai  cherché  d'abord  le 
rapport  des  axes  de  la  Terre  et  la 
variation  de  la  pesanteur  sur  sa  sur- 
face ,  par  une  méthode  qui  convient 
à  quelque  hypothèse  de  gravité  que 
ce  soit  ;  et  j'ai  comparé  ensuite  les 
résultats  que  donnent  les  hypothèses 
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ies  plus  vraisemblabks 5  avec  ceux 
que  donnent  les  mesures  actuelles. 

La  première  utilité  qu'on  peut  ti- 
rer de  cette  comparaison ,  c'est  d'ex^ 
dure  beaucoup  d'hypothèses  sur  la 
loi  de  gravité  auxquelles  on  se  serait 
peut-être  arrêté  par  leur  simplicité* 
On  peut  démontrer,  par  exemple, 
qu'il  fau  t  re  j  eter  t  ou  tes  les  hy  po  th  èses 
dans  lesquelles  les  corps  graviteraient 
vers  le  centre  de  la  Terre,  quelle  que 
fût  la  loi  suivant  laquelle  ils  y  fussent 
poussés:  car  je  fais  voir  que  toutes  ces 
hypothèses  donneraient  pour  le  rap- 
port de  i'axe  au  diamèti'e  de  l'équa- 
teur^  celui  de  676  à  5"7,  ou  un  rapport 
approchant.  Or  comme  le  rapport 
des  axes  que  donne  la  comparaison 
du  dep;ré  mesuré  en  Lapon  Je  avec 
celui  qui  a  été  mesuré  en  France,  est 
trop  loin  de  celui  de  5j6  à  077  pour 
pouvoir  y  être  réduit,  en  ne  suppo- 
sant dans  les  observations  que  les  lé- 
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g^res  erreurs  qui  pourraient  s'y  otre 
glissées ,  il  faut  donc  abandonnée 
toutes  les  hypothèses  qui  donneront 
ce  rapport. 

Mais  la  comparaison  de  la  théorie 
avec  les  observations  pourra  être 
d'une  utilité  plus  importante  que  l'ex- 
clusion de  quelques  hypothèses  parti- 
culières: elle  achèvera  peut-être  de  dé- 
cider en  faveur  d'un  système  quia  dé- 
jà tant  d  apparence  d'être  vrai,  je  veux 
dire  celui  de  M.  Newton.  Car  l'at- 
traction étHnt  supposée,  je  démontre 
dans  cet  ouvrage,  que  dans  routes 
les  hypothèses  les  plus  vraisemblables 
qu'on  puisse  faire  sur  la  densité  des 
parties  intérieures  de  la  Terre,  il  y 
a  toujours  une  telle  haison  entre  la 
fraction  qui  exprime  la  différence  des 
axes,  et  celle  qui  exprime  la  diminu- 
tion de  la  pesanteur  du  pôle  à  féqua- 
teur,  que  si  Tune  de  ces  deux  frac-^ 
lions  surpasse  tts?  Tautre  doit  être 
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moindre,  et  précisément  de  la  même 
quantité.  Or,  comme  toutes  les  expé- 
riences qu'on  a  faites  sur  la  longueur 
du  pendule  nous  montrent  que  la  di- 
minution de  la  pesanteur  du  pôle  à 
léquateur  est  plus  grande  que  —:;, 
on  en  doit  conclure  que  la  différence 
des  axes  est  moindre  que  ~.  Ti  n'est 
donc  plus  question  que  de  savoir  si 
cette  conclusion  s'accorde  avec  les 
mesures  actuelles  ;  c'est  ce  que  nous 
saurons  après  le  retour  des  Acadé- 
miciens qui  sont  allés  au  Pérou  ^  car 
la  grande  différence  qui  doit  être 
entre  le  degré  qu'ils  ont  mesuré  et 
celui  que  nous  avons  mesuré  en  La- 
ponie,  doit  nous  appreudre  le  vrai 
rapport  des  axes. 

L'accord  des  mesures  actuelles  avec 
la  théorie ,  n'est  pas  la  seule  épreuve 
qu'un  système  doive  subir  avant  d  être 
admis  ;  il  en  faut  encore  une  que  Thy- 
drostatique  seule  fournit.  Il  faut  exa- 
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miner  si  dans  ce  système  les  fluides 
peuvent  être  en  équilibre  :  car  comme 
on  sait  par  expérience  que  les  mers 
sont  en  repos  ,  il  est  clair  qu'il  fau- 
drait abandonner  tout  système  dans 
lequel  la  pesanteur  serait  telle,  que 
les  fluides  ne  pourraient  pas  être  en 
équilibre.  On  verra  dans  cet  ouvra^çe, 
que  toutes  les  lois  de  pesanteur  qui 
peuvent  résulter  du  système  de  Fat- 
traction,  sont  telles,  que  les  fluides 
y  parviennent  toujours  à  l'état  d'équi- 
libre. 

M.  Bouguer  est,  je  crois,  celui  au- 
quel on  doit  cette  remarque  judi- 
cieuse y  qu'il  y  a  des  hypothèses  de 
pesanteur  où  les  fluides  ne  seraient 
jamais  en  équilibre.  Cet  habile  géo- 
mètre, en  cherchant  la  figure  des 
planètes  dans  des  hypothèses  beau- 
coup plus  générales  que  celles  qu'on 
avait  prises  avant  lui ,  trouva  que , 
dans  une  infinité  de  cas,  la  figure  que 
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demande  l'équilibre  de  toutes  les  co- 
lonnes de  fluide ,  qui  vont  de  la  surface 
au  centre,  n'est  pas  la  même  que 
celle  qu'il  faut  pour  que  la  surface 
soit  coupée  perpendiculairement  en 
tous  ses  points  par  la  direction  de  la 
pesanteur,  et  comme  ces  deux  con- 
ditions sont  également  nécessaires,  il 
conclut  qu'une  planète  ne  peut  avoir 
un  état  permanent  que  dans  les  hy- 
pothèses où  c«s  deux  conditions  don- 
neraient ?a  même  figure. 

Mais  si  l'on  voit,  avec  M.  Bou- 
guer,  que  ces  deux  conditions,  éga- 
lement nécessaires  pour  l'équilibre 
des  fluides,  ne  suivent  pas  l'une  de 
l'autre,  ne  pourrait-il  pas  se  faire  qu'il 
y  eût  encore  d'autres  conditions  à 
observer,  entièrement  différentes  des 
deux  premières,  et  cependant  aussi 
nécessaires  ? 

C'est  cette  réflexion  qui  m'a  en- 
gagé à  chercher  les  lois  de  Fhydro- 
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statique  qui  conviennent  en  général 
à  toutes  sortes  d'hypothèses  de  pe- 
santeur: recherche  qui  m'a  paru  utile 
et  curieuse  (i),  indépendamment  du 
rapport  qu'elle  a  avec  la  figure  de  la 
Terre. 

J'ai  bientôt  reconnu  qu'il  était  vrai, 
ainsi  que  je  l'avais  soupçonné,  que 
l'accord  des  deux  principes  ordinaires, 
c'est-à-dire  l'équilibre  des  colonnes 
et  de  la  tendance  perpendiculaire  à 
la  surface,  n'assurait  pas  l'équilibre 
d'une  masse  fluide  ;  car  j'ai  trouvé 
qu'il  y  avait  une  infinité  d'hypothèses 
de  pesanteur  où  ces  deux  principes 
donneraient  la  même  courbe,  sans 
que  pour  cela  les  efforts  de  toutes  les 
parties  du  fluide  se  contrebalançassent 
mutuellement.  J'ai  trouvé  ensuite 
deux  méthodes  générales  et  sûres  , 


(i)  On  trouvera  pag.  io5,  la  manière  <3'oxpli~ 
«per ,  par  cette  tUeorie,  les  phénomènes  des  tuyaux 
capillaires. 
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pour  reconnaître  les  hypothèses  de 
pesanteur  dans  lesquelles  les  fluides 
peuvent  être  eu  équilibre,  et  pour 
déterminer  la  figure  que  les  planètes 
doivent  avoir  dans  ces  hypothèses. 

Avant  que  de  passer  à  rexplication 
de  ces  deux  méthodes ,  il  est  à  pro- 
pos de  lever  une  difficulté  qui  se  pré- 
sente assez  naturellement  sur  la  rota- 
tion des  masses  fluides.  On  comprend 
fort  facilement,  que  lorsqu'un  corps 
est  obligé  de  décrire  un  cercle ,  il  fait 
pour  s'éloigner  de  son  centre  un  ef- 
fort ,  et  que  cet  effort  dépend  de  ^a 
vitesse  et  du  rayon  du  cercle  dans 
lequel  il  circule  ;  ainsi  quand  on  com- 
bine, comme  on  a  fait  plus  haut,  la 
gravité  de  chaque  particule  d'une  pla- 
nète avec  reffort  centrifuge  de  cette 
particule  pour  s'écarter  de  l'axe  de 
rotation,  on  conçoit  cette  particule 
comme  obligée  de  se  mouvoir  dans 
un  cercle.  Mais  pourquoi  ces  parli- 
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cules  circulent-elles  toutes  ensemble? 
Il  est  facile  de  voir  comment  un 
corps  solide  peut  conserver  de  lui- 
même  son  mouvement  de  rotation  : 
car  il  ne  faut,  pour  cela,  que  jeter  les 
yeux  sur  une  baguette  chargée  de 
deux  poids  auxquels  on  donne  des 
impulsions  en  sens  contraire  et  en 
raison  réciproque  de  leurs  masses  ;  les 
mêmes  principes  qui  montrent  que 
cette  baguette  tournera  sans  cesse  au- 
tour de  son  centre  de  gravité ,  feront 
facilement  reconnaître  qu'en  donnant 
une  fois  à  un  corps  solide  quelconque 
une  impulsion  convenable,  il  tour- 
nera sans  cesse  autour  d'une  ligne 
passant   par  son  centre  de  gravité» 
Mais  lorsque  le  corps  est  fluide,  ce 
n'est  plus  la  même  chose  5  chaque  par- 
ticule, détachée  des  autres,  semble 
vouloir  faire  son  mouvement  à  part, 
autour  du  point  vers  lequel  la  force 
de  gravité  la  pousse  :  il  en  est  d'un 
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alôine  quelconque ,  comme  d'une 
planète  qui  décrit  une  orbite  autour 
d'un  corps  central  en  vertu  d'une  im- 
pulsion, et  de  la  force  qui  la  pousse 
vers  le  corps  central  ;  ainsi,  toutes  les 
particules  dont  une  masse  fluide  est 
composée,  tendent  à  décrire  des 
courbes  qui  se  croisent  continuelle- 
ment; delà  devrait  résulter  une  con- 
fusion générale  dans  la  planète.  A 
quoi  donc  attribuer  la  rotation  régu- 
lière autour  d'un  axe  ?  faut-il  aller 
chercher  quelque  matière  subtile  qui 
emporte  toutes  les  parties  de  la  pla- 
nète et  les  conduit  comme  si  elle  les 
poussait  dans  des  tuyaux  circulaires  ? 
Mais  il  faudrait  alors  comprendre  la 
i-otation  de  cette  matière  subtile  ,  et 
démontrer  quelle  ne  troublerait  pas 
l'équilibre  plutôt  que  de  le  produire; 
il  faudrait  se  jeter  dans  toutes  les  dif- 
fîculiés  du  système  du  monde,  î-es 
seules  règles  de  la  mécanique  vont 
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nous  donner  le  dénouement  de  cette 
difficulté» 

Nous  tirerons  de  la  figure  même 
de  la  planète^  la  continuation  de  son 
mouvement.  On  va  voir  que  cette 
figure  peut  être  telle,  que  toutes  les 
parties  du  fluide^  au  lieu  de  décrire 
des  courbes  qui  se  croisent,  se  contre- 
balanceront les  unes  les  autres ,  de 
manière  qu'il  en  résultera  une  pres- 
sion égale  en  tous  sens,  et  que  cha» 
eune  de  ces  parties  ne  pourra  avoir 
d'autre  mouvement  que  celui  de  k 
rotation  commune  à  toute  la  masse» 
Il  est  vrai  qu*on  n'expliquera  pas  par- 
là  comment  les  planètes  ont  prise 
d'elles-mêmes  leurs  figures;  mais  ne 
nous  suffira-t-il  pas  de  savoir  com- 
ment elles  peuvent  le  conserver  ? 

Imaginons  d'abord,  qu'un  atome 
quelconque  de  la  planète  vienne  de 
parcourir  dans  un  temps  infiniment 
petit,  le  côté  Mm  d'un  cercle,  dont 

c 
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le  centre  Ç  est  dans  Taxe  de  rota- 
tion j  s'il  était  alors  abandonné  à  lui- 


^îi=rr3 


même,  il  est  certain 
que  dans  un  second 
instant  égal  au  pre- 
mier, il  parcourrait 
;f/m  égal  à  Mm,  et  placé 
sur  Je  prolongement 
de  cette  ligne  ;  mais  il 
est  certain  aussi ,  qu'au 
lieu  de  la  force  qu'il  aurait  pour  par- 
courir mn,  on  peut  lui  en  subsûtuer 
deux  autres  ;  l'une  dont  la  direction 
est  wu.,  et  qui  fait  suivre  à  Tatôme 
la  circonférence  dont  Cm  est  le  rayon  ^ 
l'autre,  dont  la  direction  est  fjtn^ 
parallèle  à  Cm,  et  qui  tend  à  écar- 
ter l'atome  du  centre  Ç. 

Qu'on  suppose  maintenant,  que 
toutes  les  forces  telles  que  Mm ,  qu'a- 
vaient les  globules  dans  le  premier 
instant,  aient  été  proportionnelles  à 
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leur  distance  MQ  à  Taxe,  il  est  clair 
que  ni  ces  forces,  ni  les  forces  m  fi 
qui  en  résultent  pour  le  second  ins- 
tant, ne  pourraient  rien  changer  à 
la  situation  respective   des  parties. 
Quant  aux  forces  fin  qui  seraient , 
ainsi  que  les  forces  Mm,  proportion- 
nelles à  la  dislance  de  Taxe  de  rota- 
tion, elles  tendraient  naturellement  à 
déranger  toute  la  planète,  puisque 
leur  effet   serait   d'écarter  de  Taxe 
tous  les  globules  de  fluides  ;  mais  il 
est  aisé  de  voir  que  la  figure  de  la 
planète  peut  être  telle  que  cet  effet 
sois  détruit  :   car  si  ces  forces  H-n , 
qu'*ont  chaque  particule  ,  sont  dé- 
duites de  la  force  de  la  gravité  qu'onc 
les  mêmes  particules ,  et  qu'on  donne 
à  toute  la  masse  fluide  la  forme  né- 
cessaire pour  que  toutes  ses  parties, 
animées  par  cette  gravité  diminuée 
des  forces  yt£,/^,  soient  en  équilibre 
entre  elles  3  on  verra  que  chaque  par- 
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ticule^  qui  9  dans  le  premier  instant 
avait  parcouru  le  pe- 
tit côté  Mm  placé 
sur  la  circonférence 
d'un  cercle,  parcour- 
ra dans  le  second  ins- 
tant le  second  côté 
TTifi  du  même  cercle, 
et  ainsi  de  suite,  en- 
sorte  que  toute  la  planète  toiu'nera 
sans  cesse  autour  de  son  axe,  sans  trou- 
bler son  équilibre  ni  changer  sa  figure» 
Ainsi  lorsqu^on  veut  chercher  la 
figure  que  doit  avoir  une  masse  fluide 
qui  tourne  autour  de  son  axe,  on 
peut  la  regarder  comme  si  elle  était 
en  repos ,  et  comme  si  elle  était  com- 
posée de  parties,  qui,  au  lieu  d'être 
simplement  animées  par  la  gravité^ 
fussent  outre  cela  sollicitées  par  une 
force  qui  les  écartât  de  l'axe,  et  pro- 
portionnellement à  la  distance  à  cet 
axe. 


THEORIE 

DE  LA  FIGURE 

DE  LA  TERRE. 

PREMIÈRE   PARTIE. 

Principes  généraux  pour  trouver  les 
hypothèses  dans  lesquelles  lesjluides 
peuvent  êlrt  en  équilibre ,  et  pour  dé-* 
terminer  lajigure  de  la  Terre  et  des 
autres  Planètes,  lorsque  la  loi  de  la 
pesanteur  est  donnée» 

CHAPITRE    PREMIER. 

Exposition  d'un  principe  gênerai  dont  l'observa- 
tion est  nécessaire  pour  l'équilibre  desjluides , 
avec  les  propositions  préliminaires  pour  faire 
usage  de  ce  principe. 

S    PREMIER* 

Unr  masse  de  fluide  ne  sauraic  être 
en  équilibre  f  que  les  efforts  de  toutes 
les  parties   qui    sont    comprises   dans 
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un  canal  de  figure  quelconque  qu^on 
imagine  traverser  la  masse  entière ,  ne 
se  détruisent  muluellement. 


Puisque  la  masse  entière  P Epe  est 
supposée  en  équilibre,  nne  partie  quel- 
conque du  îiuide  pourrait  devenir  solide , 
sans  que  le  reste  cliangeât  de  situation. 
Supposons  que  louce  la  masse  se  dur- 
cisse ,  excepté  ce  qu'il  faut  de  fluide 
pour  former  le  canal  ORS  ^  ce  canal 
sera  donc  en  équilibre  ;  or  cela  ne  peut 
arriver  que  les  efforts  de  OR  pour  sor- 
tir vers  iS" ,  ne  scient  égaux  à  ceux  de  SB. 
pour  sortir  vers  O, 
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§  n. 

Il  est  clair  que  les  deux  principes 
ordinairement  employés  à  trouver  la 
figure  de  la  Terre,  sont  renfermés  dans 
celui  que  je  viens  d'exposer.  Examinons 
d'abord  le  premier  de  ces  deux  prin- 
cipes, celui  de  IV3.  Newton;  il  consiste 
à  rendre  égal  le  poids  des  deux  co- 
lonnes quelconques  MC  ,  NC  qui  abou- 
tissent au  centre.  Or  comme  ces  deux 
colonnes  font  ensemble  un  canal  MCN 
qui  joint,  ainsi  que  ORS ,  deux  points 
quelconques  de  la  surface  ,  il  est  clair 
qu'aussitôt  qu'on  aura  rendu  la  figure 
PEcp  telle  qu'un  canal  quelconque 
soit  en  équilibre  ,  on  sera  sûr  que  les 
colonnes  MC^  NC^  seront  de  même 
poids. 

Quant  au  second  principe  dû  à 
M.  Huygens  ,  il  est  fondé  sur  ce  que 
la  courbe  PEpe  doit  être  en  tous  ses 
points  coupée  perpendiculairement  par 
la  direction  de  la  pesanteur;  or  je  dis 
que  l'observation  de   ce   principe    suit 
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iiécessairemeni  de  l'équilibre   d'un  ca- 
nal quelconque.  Car  supposons  que  le 


eanaî  quelconque  ORS  soit  devenu  le 
canal  FGD  couché  le  long  de  la  sur- 
face du  fluide,  ce  canal  devra  être  en 
équilibre  comme  tous  les  autres.  Mais 
cela  ne  saurait  arriver  que  des  deux  ma- 
nières  suivantes  ,  ou  parceque  la  ten- 
dance de  la  pesanteur  en  chaque  point  C 
sera  perpendiculaire  à  la  direction  Gg 
du  canaS  ,  ou  parcequ'one  partie  F  G 
poussant  vers  />  est  contrebalancée  par 
l'autre  partie  GD  qui  pousse  vers  F» 
Or  cette  seconde  condition  ne  saurait 
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avoir  Heu ,  car  comme  rien  ne  fixe  la 
longueur  du  canal ,  il  faut  qu'une  partie 
FG  soit  seule  en  équilibre  aussi  bien 
que  toute  la  longueur  FGD ,  ce  qui 
n^arriverait  pas  ,  si  FGD  n'avait  été  en 
équilibre  qu'en  conséquence  de  l'égalité 
des  pressions  de  FG  et  de  DG, 

S  in. 

Afin  quuTie  masse  de  fluide  puisse 
être  en  équilibre ,  il  faut  que  les  efforts 
de  toutes  les  parties  de  fluide  renfermées 
dans  un  canal  quelconque  rentrant  en 
lui-même ,  se  détruisent  mutuelleme?iù. 

Cette  proposition  est  fondée  ainsi  que 
îe  §  I ,  sur  ce  que  Téquilibre  géné- 
ral d'une  masse  de  fluide  demande 
nécessairement  l'équilibre  de  toutes  ses 
parties  :  qu'on  suppose  donc  que  tout 
le  fluide  vienne  k  se  durcir ,  excepté  un 
canal  quelconque  rentrant  en  lui-même  , 
il  est  évident  que  si  la  masse  entière  du 
lluide  était  en  équilibre,  îe  canal  Auide 
qui  reste  après  le  durcissement  des  par- 
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ties  voisines ,  doit  être  aussi  en  éqm-- 
libre  ;  c'esi-à-dîre  que  si ,  sur  ce  cans] , 
on  prend  à  volonté  deux  points  /,    Z. ., 


les  efforts  des  deux  parties  JKL ,  ITL 
Tune  comre  l'autre  seront  ëgaux  ,  sans 
quoi  il  y  aurait  un  courant  perpétuel  dar.s 
ce  canal. 


On  peut  regarder  encore  l'équilibre 
d'un  canal  rentrant  en  lui  même;  comme 
wn  coroUa;re  de  l'équilibre  de  tout  canal 
qui  joint  deux  points  pris  à  volonté  sur 
la  surface  ;  car  si  on  imagine  deux  ca- 
naux IFj  LG  qui  partent  de  deux  de& 
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points  J,  X  do  canal  pour  aller  à  la 
surface  ,  les  deux  canaux  FIKLG  , 
FITLG  auront  les  parties  commujies 
FI  y  LG,  et  seront  chacun  en  équilibre; 
retranchar.r  donc  tes  à^v^-x.  poids  com- 
muns ,  FIj  LG ,  il  restera  les  deux  parties 
IKL ,  ITL  dont  les  efforts  seront  les 
mêmes. 

§  IV. 

Après  avoir  prouvé  que  Féquilibre 
d'un  canal  rentrant  en  lui-même  ,  suit 
de  Téquilibre  d'un  canal  quelconque  qui 
traverse  entièrement  le  fluide  ,  il  nous 
reste  à  faire  voir  que  quand  la  loi ,  sui- 
vant laquelle  la  pesanteur  agit ,  sera  telle 
qu'un  canal  quelconque  rentrant  en  lui- 
même  sera  en  équilibre  >  il  y  aura  tou- 
jours une  surface  à  donner  au  fluide , 
telle  que  tous  les  cmaux  qui  traverseront 
la  masse  entière  ^  seront  en  équilibre. 

Pour  le  déi  «  ntrer,  nous  feions  re- 
marquer ,  que  quand  la  loi  de  la  pesan- 
teur est  donnée ,  c'eàt  un  problème  déier» 
terminé  que  de  trouver  la  figure  que  doifc 
avoir  une  planète ,  afin  qu'un  des  deujc 
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principes  ordinaires  ,  celui  de  M.  Hujr- 
gens,  par  exemple,  soit  observé.  Sup- 
posons donc  que  PEpe  soit  la  figure  dé- 
terminée par  ce  principe,  et  de  plus  qu'on 


ait  reconnu  qu'un  canal  quelconque  ren 
tranl  en  lui-même  ,  est  toujours  en  équi- 
libre ,  il  s'ensuivra  qu'un  canal  ORSR 
dont  une  partie  OES  serait  couchée  sur 
la  surface  ,  serait  aussi  en  équilibre  ; 
mais  la  partie  OES  par  l'observation  sup- 
posée du  principe  de  M.  Huygens ,  ne 
fera  d'effort  ni  vers  O  ni  vers  S\  donc 
le  canal  ORS  sera  en  équilibre. 

II  en  serait  de  même  si  Oïi  avait  dé- 
terminé la   surface   par  le  principe  de 
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M.  Newton ,  car  de  réquillbre  des  canaux 
quelconques  rentrant  en   eux-mêmes 
suivrait  l'équilibre  d'un  canal  MCNH\ 
mais  MCN  serait  en  équilibre  par  l'hy- 
pothèse ;  donc  M  UN  y  serait  aussi. 

S  V 

Si  deux  canaux  ab  »  aJ3  remplis  de 
fluide ,  et  tournant  autour  d'un  axe  Pp  , 
ont  leurs  extrémités  a    b;  a,  /3 ,  à  des 


dis/lances  de  l'axe  Pp ,  gui  soient  res- 
pectivement égales  ,  l'effort  total  que 
la  force  centrifuge  fera  faire  au  fluide 
renfermé  dans  le  canal  ab  pour  le  faire 
sortir  par  h  ,  sera  le  même  que  i* effort 
total  que  la  force  centrifuge  fera  faire 
au  fluide  renfermé  dans  le  canal  <t/3 
pour  le  faire  sortir  par  (i. 
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Pour  le  prouver  >  imaginons  que  cha- 
cun des  canaux  a& ,  a^S  soit  partagé  en 
une  infinité  de  petits  cylindres  ?nn ,  fx  v 
dont  les  extrémités  soient  aussi  à  des 
disiances  de  l'axe ,  qui  soient  respecti- 


vement égales.  A  cause  de  la  petitesse  de 
mn  et  de  fA^v  ^  on  pourra  regarder  les 
forces  centrifuges  comme  constantes- 
dans  toutes  les  particules  qui  composent 
les  petits  cylindres  mn  et  ,ttr  :  de  plus, 
la  révolution  de  toutes  les  parlies  du 
fluide  se  faisant  dans  le  même  temps ,  la 
forcie  centrifuge  sera  la  même  en  m  et 
en  ^  ;  mais  les  parties  de  ces  forces  qui 
agiront  dans  les  directions  mn  et  /x.v, 
seront  par  Îg  théorie  des  plans  inclinés 
réciproquement  comme  les  longueurs  ma 
et  fAi)  y  et  les  masses  seront  comme  les 
longueurs  mêmes  :  donc  les  efforts  de 
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mn  et  de  fJiv ,  vers  b  et  vers  ^  seront 
égaux  .  donc  l'efFort  total  de  <ib  et  celui 
de  «/3  seront  aussi  égaux. 


§   VI. 

Lors^jfu'on  veuC  examiner  si  une  loi 
de  gravité  est  telle  quune  masse  de 
fluide  qui  tourne  autour  d'un  axe  puisse 
conserver  une  forme  consta?ite  ,  il  est 
inutile  défaire  attention  à  la  force  cen- 
trifuge ;  c'est'à-dire ,  que  si  la  masse 
de  fluide  peut  avoir  une  forme  cons- 
tante sans  tourner ,  elle  pourra  aussi 
en  avoir  une  en  tournant. 

Par  le  §111,  il  faut 
qu'un  canal  quelcon- 
que abcd  rentrant 
en  lui-même  ,  soit  ï^ 
en  équilibre ,  aAn 
qu'une  masse  de  fl  ui- 
de  puisse  conserver  _ 

une  forme  constante.  Par  le  §  précédent , 
la  somrae  des  efforts  de  la  force  cen- 
triiui^'e  sur  abcd  doit  être  nulle ,  puisque 
ob  éi  cd  5e  presseront  également  eu  è,  ainsi 
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que  ad  et  cd  end:  donc  la  rotation  n'em- 
pêchera pas  rëquilibre  d'un  canal  quel- 
conque rentrant  en  lui-même,  et  par 
conséquent  si  ce  canal  est  en  équilibre, 
en  ne  considérant  que  la  seule  gravité, 
il  le  sera  encore  en  supposant  au  lieu  de 
la  gravité,  la  pesanteur  actuelle  composée 
de  la  gravité  et  de  la  force  centnfuge. 

S  VII. 

La  force  de  la  pesanteur  étant  sup^ 
posée  la  même  dans  tous  les  points  d'un 


cercle  parallèle  à  V équateur ^  si  deux 
canaux  HI ,  KL  remplis  d^un  même 
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fluide  sont  terminés  par  deux  cercles 
^uelcorufues  AHKFQ  ,  BILGR  paral- 
lèles à  téqucUeur ,  et  sont  l'un  et  l autre 
placés  sur  une  même  surface  de  circon- 
volution AFGB,  dont  ces  deux  cercles 
sont  deux  tranches  ;  je  dis  <jue  les  poids 
de  ces  deux  canaux  serons  les  mêmes^ 

De  ce  que  la  pesanteur  agit  de  la 
même  manière  dans  tous  les  points  d'un 
parallèle  à  l'équateur,  il  s'ensuit  qu'un 
corps  qui  serait  placé  en  un  point  quel- 
conque M  sur  la  surface  ABGF  sans 
pouvoir  sortir  de  cette  surface ,  ne  pour- 
rait prendre  d*autre  direction  que  celle 
du  méridien  Aïr  ;  supposant  donc  que 
Mm  et  Nn  soient  deux  tranches  des 
canaux  Hl ^  KL  coupées  par  de*  plans 
DE,  de  y  parallèles  à  Téquateur,  \iè& 
forces  qui  agiront  sur  les  particules  de 
ces  petit?  cylindres ,  auront  pour  direc- 
tion Mr  et  Â'^ ,  et  de  plus  seront  égales. 

Cela  posé ,  couime  les  parties  des 
forces  Mr  et  Ns  qui  agissent  dans  les 
directions  Mm  et  A'/i  des  cylindres ^  se- 
ront ea  raison  renTersée  des  longueurs 
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2^Im  et  iVh  ,  et  que  les  masses  seront 

en  raison  directe  des  mêmes  longueurs. 


les  poids  de  Mm  et  de  J\n  seront  les 
mêmes  :  donc  les  poids  entiers  de  HI 
et  de  KL  seront  aussi  égaux  entre  eux. 

SVIII. 

miNCIPE     GÉNtB.  AL. 


Pour  cjuun  sphéroïde  fluide  tour" 
nant  autour  de  son  axe ,  et  dans  lequel 
]a  loi  de  La  gravité  est  donnée ,  puisse 
conserver  une  forme  constante ,  il  suf- 
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Jic  qiiun  canal  quelconque  rentrant  en 
lui-même ,  et  placé  dans  le  plan  du 
méndien  de  ce  sphéroïde  ,  soit  toujours 
en  équilibre  ,  en  ne  considérant  que  la 
seule  force  de  la  gravité  sans  la  Jorce 
centrifuge. 

Par  le  §  VI  ,  il  suffit  de  faire  voii 
que  les  efforts  qui  proviennent  de  la 
gravité  sur  toutes  les  parties  d'un  canal 
rentrant  en  lui -même  se  détruisent,  ou 
ce  qui  revient  au  même ,  que  le  poids 
d'un  canal  quelconque  H/,  soit  le  même 
que  celui  de  tout  autre  canal  qui  passe- 
rait par  les  mêmes  points  H,  I;  mais 
par  le  §  précédent ,  si  ABFG  est  la 
surface  de  circonvolution  sur  laquelle  est 
placé  le  canal  ///,  le  poids  du  canal  AB 
qui  serait  la  rencontre  de  cette  surface 
par  le  plan  d'un  méridien  ,  serait  le 
même  que  celui  de  HI  :  donc  il  suffit 
de  voir  qu'un  canal  quelconque  rentrant 
en  lui-même  et  placé  dans  un  méridien  , 
floit  en  équilibre,  pour  être  sûr  que  toutes 
les  parties  du  sphéroïde  y  seront. 

Du  principe  que  je  viens  d'exposer , 
je  pourrais  tirer  maintenant  la  méthode 
générale  de  déterminer  toutes  les  li.Ypo- 
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thèses  de  pesanteur .  dans  lesquelles  un 
fluide  peut  être  en  équilibre  ;  mais  comme 
les  hypothèses  qu'on  a  le  p^us  commu- 
nément employées,  se  peuvent  aisément 
traiter  sans  le  secours  de  la  méthode 
générale  ,  je  commencerai  par  l'examen 
de  ces  hypothèses. 


CHAPITRE     II. 

De  rééquilibre  des  fluides  dans  lesquels 
la  gravité  est  le  résultat  de  plusieurs 
forces  quelconques   qui  poussent  cha- 
cune vers  un  centre  particulier» 

s  IX. 

laOnSQV^lL  ny  a  quun  centre  de 
tendance* 

Toutes  les  parties  d'une  masse  fiuide 
qui  tourne  autour  d'un  axe ,  étant  âni* 
mées  d'une  force  qui  les  pousse  vers  un 
centre ,  et  suivant  une  loi  qui  ne  dépend 
que  de  la  distance  à  ce  centre  ,  il  est 
extrêmement  tacile  de  s*assurer  que  la 
masse  fluide  prendra  une  forme  où  elle 
sera  en  équilibre. 
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Car  par  le  §  111  une  masse  de  fluide 
pourra  arriver  à  un  état  permanent , 
si  un  canal  quelconque  rentrant  en  lui- 
même  est  en  équilibre ,  en  ne  considé- 
rant que  la  seule  force  de  la  gravité. 


fcoit  donc  MBNA  un  canal  quelconque 
rentrant  en  lui-même;  il  est  clair  que 
si  du  centre  C  on  décrit  une  infinité 
d'arcs,  tels  que  MN^  mn,  ce  canal  se 
trouvera  compose  de  deux  branches 
BMA  j  BNA  qui  auront  chacune  le 
même  nombre  de  cylindres  Mm ,  Nn  j 
mais  la  force   de  la    gravite    étant  la 
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même  en  AI  qu'en  N  par  rhyfK)ihè:îe , 
et  le  cylindre  Mm  ayant  la  même  hau- 
teur  que    son    correspondant    ISn  ,    il 


s'ensuit  que  leurs  poids  seront  égaux. 
Donc  les  deux  br.mches  cntièrci,  FiMj4, 
BNA  auront  aussi  îe  même  poids  : 
donc  le  canal  MBNA  sera  en  équilibre. 
Ainsi  on  n'aura  qu'à  déterminer  la  bur- 
f^ce  PEpe  du  sphéroïde  par  l'un  des 
principes  ordinairement  employés  ,  et 
l'on  sera  sûr  que  l'inréricur  du  sphéroïde 
sera  dari^  un  repos  partait. 
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§X. 

Lorsqu'il  y  a  plusieurs  centres  de 
tendance 

Supposons ^  par  exemple,  gvec  M.  du 
IVlaupertuis  f*),  qu'un  torrent  de  fluide 
tourne  autour  d'un  axe  P^  ,  etquechaqiie 
particule  de  ce  torrent  soit  poussée  par 
deux  forces;   Tune  tendante  au  centre 


C   placé    hors    du    torrent,    l'autre    au 


(■*)  Voyez  l'ingénieuse  explication  que  M.  de 
Maupertuis  â  donnée  de  là  formation  de  l'Anneau 
de  Saturne.  Figure  des  Astres  pdÉj  laôetsuiv.  i 
seconde  édition. 
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centre  5^  placé  dans  l'intérieur,  tous  les 
deux  dans  le  plan  du  méridien.  On  va 
voir  que  si  le  méridien  M  KL,  de  la 
figure  annulaire  que  doit  prendre  ce  tor- 
reat)  a  été  déterminé  par  Tun  des  prin- 


cipes ordinaires ,  toutes  les   parties  du 
fluide  seront  en  équilibre. 

Pour  en  être  convaincu^  il  faut  s© 
rappeler  (^  VIÏl  )  que  l'équilibre  ge« 
néral  d'une  planète  a  été  réduit  à  l'é- 
quilibre d'un  canal  quelconque  rentrant 
en  lui  même,  et  place  dans  le  pian  du 
méridien.   Soit    donc    BDMANQ    un 
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canal  quelconquo  de  cette  nature ,  par 
ie  §  précédent,  si  on  partage  ce  canal 
en  une  infinité  d'élémens,  tels  que  Mm, 
iV>»,  par  des  cercles  décrits  du  centre 
C,  on  aura  deux  branches  BNAy  BMA 
qui  contiendront  le  même  nombre  de 
cîes  élémens,  ei  dont  les  efforts  prove- 
nant seulement  de  la  force  vers  C  se- 
ront les  mêmes.  Ensuite  si  on  partage 
Je  même  canal  en  une  infinité  d'autres 
ëléniens,  Dd ,  Qç  par  des  arcs  de 
cercles  OQ,  dq  décrits  du  centre  y\ 
on  aura  encore  les  deux  branches  jSjDot , 
/3Qa  contenant  le  même  nombre  d'élë- 
xnens  ,  et  qui  étant  animées  de  la  force 
qui  pousse  vers  >',  se  contrebalanceront 
encore  :  donc  le  canal  BDMANQ 
sera  en  équilibre  en  vertu  des  deux  forces, 
comme  il  le  serait  par  une  seule.  Donc  ^ 
S  VIII ,  le  fluide  entier  ou  la  planète 
annulaire  sera  en  équilibre  dans  toutes 
ses  parties. 

Si  au  lieu  de  supposer  dans  chaque 
méridien  deux  centres  de  forces  ,  on  en 
supposait  un  nombre  quelconque  ,  ou 
voit  bien  qu'il  ne  faudrait  pas  d'autre 
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démonstration  pour  faire  voir  l'équilibre 
général  des  sphéroïdes  ,  ou  des  an» 
ïieaux  qui  se  formeraient  dans  ces  cas, 

§   XI. 

Lorsque  îa  gra\>ité  est  produite  par 
t attraction  d'un  corps  central  défigure 
(Quelconque, 

Dans  le  §  précédent,  on  a  supposé, 
ainsi  que  dans  la:  détermination  des  an- 
neaux qu'a  donnée  M.  de  Maupertiiis, 
que  chaque  centre  n'agissait  que  dans 
ie  plan  du  méridien  oxx  ri  était  placé 
5î  on  voulait  cependant  que  la  gravi  tt 
de  chaque  particule  fût  le  résultat  des 
attractions  en  tout  sens,  de  tontes  les 
parties  du  cercle  qui  sert ,  pour  ainsi 
dire ,  de  centre  à  Tanneau ,  il  serait  aisé 
de  démontrer  l'équilibre  des  parties  de 
l'anneau.  Car  représentons  -  nous  dans 
Tintérieijr  de  l'anneau  un  canal  quel- 
conque rentrant  en  lui-même  à  double 
où  à  simple  courbure  ;  il  est  évident  par 
l'argument  du  §IX,  que  chaque  parti- 
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cuîe  du  cercle  attractif  exercera  sur  ce 
canal  des  efforts  qui  ie  contrebalance- 
ront. Donc  les  efforts  du  cercle  entier 
sur  le  fluide  de  l'anneau  se  contreba- 
lanceront aussi;  donc  le  fluide  total  sera 
en  équilibre. 

Quant  à  la  détermination  de  la  figure 
de  l'anneau,  pour  la  trouver  dans  ceite 
hypothèse  ,  il  faudrait  commencer  par 
calcuiei  la  somme  de  toutes  les  attrac- 
tions des  parties  d'un  cercle  sux*  un  cor- 
puscule placé  hors  de  lui,  problème 
qui  ne  dépend  que  des  quadratures;  le 
reste  serait  facile  par  le  principe  de 
M.  Huj'gens. 

Il  ne  serait  pas  plus  difficile  de  s'as- 
surer de  l'équilibre  d'un  sphéroïde  ou 
d'un  anneau ,  si  la  pesanteur  dépendait 
de  l'attraction  de  toutes  les  parties  d'un 
noyau  solide  qui  aurait  ou.  la  forme  d'un 
sphéroïde,  ou  celle  d'un  anueau. 

Et  la  détermination  du  sphéroïde  ou 
de  Tanueau,  dans  cette  liypothèse,  ne 
dépendrait  encore  que  des  quadratures* 
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S  xn 

I-iOrsque  la  pesanteur  'vient  de  Vat" 
traction  générale  de  toutes  les  parties 
d^  la  planète- 

Si   on   suppose  ,    comme   on  le  doil: 
faire  dans  îe  système  de  rattraction ,  que 
ia  pesanteur  en  chaque  point  de  la  pla- 
nète, «oit  causée  non-seulement  par  rat- 
traction  de  toutes  les  parties  du  noyau  ^ 
naais  encore  par  celle  du  fluide  même 
qui  Tenvironne,  la  détermination  de  la 
figure  du  sphéroïde  est  infiniment  pins 
difJicile  j  parcequ'alors  la  loi  de   la  gra- 
vite dépend  de  la  courbe   qu'on  cher- 
che, mais  le  problème,  pour  être  diffi- 
cile, n'en  est  pas  moins  possible;  car  on 
voit   clairement,  ce  me  semble ,   qu'il 
existe  une  courbe  telle   que  Vattracûon 
du  solide  qu'elle   forme ^  jointe  à  celle 
du  noyau,  produit  vers  la  superficie  une 
gravité  qui ,  combinée  avec  la  force  cen- 
trifuge, donne    pour  force   composée, 
une  force  dont  la  direction  est  perpen- 
diculaire à  la  surface  :  prenant  donc  cette 
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courbe  pour  donnée ,  alors  par  la  même 
raison  qu'on  voit  ia  possibilité  d'un  équi- 
libre parfait  dans  le  sphéroïde  où  la 
pesanteur  est  produite  par  la  seule  at' 
traction  d'un  noyau  de  figure  donnée  ; 
oa  verra  aussi  la  possibilité ,  ou  plutôt 
la  nécessité  de  l'équilibre  dans  le  sphé- 
roïde, où  le  fluide  terminé  par  cette 
courbe  regardée  comme  connue,  attire 
ainsi  que  le  noyau. 

Et  on  reconnaîtrait  facilement  îa  pos- 
sibilité d'un  anneau  dans  ia  même  hy- 
pothèse. 

On  voit  d«  mcine  que  a'il  n'y  avait 
point  de  noyau ,  mais  que  la  gravité  fût 
produite  par  l'attraction  d'une  masse 
fluide  homogène,  il  y  aurait  toujours 
un  sphéroïde  parfaitement  en  équilibre  , 
et  qu'il  suffirait  pour  le  déterminer ,  de 
se  servir  du  principe  de  M.  Huygens  , 
ou  de  celui  de  M.  Newton  ,  ou  bien 
encore  de  l'équilibre  de  canaux  à  qui 
ou  donnerait  la  forme  qu'on  voudrait, 
pourvu  qu'ils  aboutissent  à  deux  points 
quelconques  de  la  surface* 
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Sî  on  supposait  que  le  noyau  solicîe 
dont  nous  parlions  tout-à-l'heure  ^  fut 
composé  de  couches  de  différentes  den- 
sités ,  on  voit  encore  que  Je  sphéroïde 
dont  la  surface  serait  déterminée  à  For- 
dinaire ,  aurait  toutes  ses  parties  dans  un 
parfait   équilibre. 

§  XIII. 

Manière  d'expliquer  dans  le  système 
de  l  attraction  î équilibre  dune  planète , 
dontla figure  serait  supposée  ài^olonté. 

Dans  ce  système ,  si  on  ne  suppose  pas 
toutes  les  parties  d'une  planète  homo- 
gènes ,  mais  qu'on  imagine  qu'elle  ait 
un  noyau  solide  de  telle  densité  et  de 
telle  forme  qu'on  voudra ,  il  est  bien  aisé 
de  voir  qu'on  pourra  donner  à  cette  pla- 
nète une  forme  quelconque  aplatie  ou 
alongée  j  car  on  sent  bien  qu'on  peut 
trouver  un  sphéroïde  KLkl .  tel  que 
son  attraction  étant  ajoutée  à  ceUe  de 
la  matière  renfermée  entre  le  sphéroïde 
donné  PEpe,  et  le  sphéroïde  cherché 
KLkl ,  produise ,  après  avoir  eu  égard 
k  la  force  centrifuge,  une  force  dont  \» 
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direction  soit  perpendiculaire  à  la  sur- 
face PEpe-j   et  la  courbe.    KLkl   étant 


regardée  comme  connue,  on  sait  par  ce 
qui  précède,  que  tontes  les  parties  du 
fluide  quelle  termine,  seront  en  équi- 
libre. 

On  n'aurait  pas  pu  se  contenter  de  ce 
raisonnement,  même  avant  les  mesures 
du  nord,  pour  expliquer  comment  la 
Terre  aurait  pu  avoir  une  forme  quel- 
conque ,  alongëe ,  par  exemple  ;  car  dans 
la  recberche  de  la  figure  de  la  Terre, 
il  j  a  une  attention  à  avoir,  qui  est  inutile 
pour  les  autres  planètes  :  c'est  que  Ja 
loi  suivant  laquelle  on  suppose  qu'agit 
!a  gravité ,  doit  s'accorder  avec  les  ob- 
servations qui  nous    ont  appris   que  le 
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pendule  qui  bat  les  secondes,  deraîr 
être  raccourci  en  allant  du  nord  au  sud; 
or  la  démonstration  précédente  n'ayant 
point  d'égard  à  ce  raccourcissement  du 
pendule  y  il  faut  savoir  ce  que  cette  cir- 
constance ajoute  de  plus  à  la  question  ; 
c'est  ce  que  nous  ferons  dans  le  cha- 
pitre ili  de  la  seconde   Partie. 


CHAPITRE  IJÎ, 

Bxamen  d'une  loi  de  pesanteur  dans 
laquelle  une  planète  n  arriverait  ja- 
mais à  une  forme  constante  ^  quoique 
les  deux  principes  ordinairement  em- 
ployés '  s^ accordassent  a  donner  la 
même  figure  au  sphéroïde* 

Après  avoir  parcouru  tant  dliypo-* 
thèses  9  où  il  est  toujours  possible  qu'il 
se  forme  une  planète  qui  conserve 
constamment  sa  figure,  montrons -en 
une  où  il  y  aurait  un  mouvement  perpé- 
tuel dans  les  parties  du  fluide.  Repre- 
nons, par  exemple,  l'hypothèse  où   la 
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force  de  la  gravité  est  dirigée  vers  un 
centre;  mais  supposons  qu'au  lieu  de 
dépendre  simplement  de  la  distance  à 
ce  centre,  elle  dépende  encore  de  quel- 
qu'autre  quantité,  comme  de  Tangle 
que  le  rayon  fait  avec  l'axe ,  etc.  Nous 
allons  voir  que  les  fluides  ne  seraient 
jamais  en  équilibre  dans  cette  hypo- 
thèse* 

Car    soit    conçu    dans    le    sphéroïde 
PEpe  un  canal  ahdc  composé  de  deux 


arcs  de  cercle,  dont  le  centre  C  soit 
le  point  vers  lequel  pousse  la  gravité,  et 
de  deux  petits  cylindres  ac,  bd  dirigés 
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vers  le  centre,  ii  est  évident  que  la  gra- 
vite ne  fera  aucun  effet  dam  les  deux 
branches  circulaires,  puisque  sa  direc- 
tion sera  partout  perpendiculaire  a  celle 
de  ces  branches  Donc  pour  qu'il  y  eût 
équilibre;  il  faudrait  que  les  efforts  des 
deux  petits  cylindres  ac,  bd  fussent  les 


mêmes  ;  or  cette  condition  demanderait 
que  la  pesanteur  en  a  fiit  la  même  qu^en 
h ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  ,  puis- 
qu'elle ne  doit  pas  être  la  même  a  la 
raémedistance.Doncdanstoutfisles  hypo- 
thèses où  la  gravite  tendra  vers  un  centre 
sans  dépendre  uniquement  de  la  distance 
à  ce  centre ,  il  ne  pourra  jamais  y  avoir 
de  fluide  en  équilibre. 
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§  XV. 

Voyons  présentement  si  dans  ces  hy- 
pothèses ,  les  deux  principes  ordinaires , 
t'est  -  à  -  dire  Téquilibre  des  colonnes , 
et  la  perpendicularité  de  la  pesanteur 
à  la  surface ,  ne  pourraient  pas  s'accor- 
der à  donner  la  même  figure  au  sphé- 
roïde ;  soient  PME  un  sphéroïde  pris 
à  volonté,  ^.^  son  cen- 
tre, Plepôle,  etc.  ;  EK 
une  ligne  exprimant 
la  lorce  centrifuge  en 
E  :  en  prenant  MG  à 
EK^  comme  l'ordon- 
née QAf  au  rayon  de 
l'équateur  CE  ^^  M  G 
exprimera  la  force 
centrifuge  en  M  puisque  toutes  les  par- 
lies  tournent  dans  le  même  temps. 

Cela  posé,  qu'on  tire  le  rayon  MO, 
fet  la  perpendiculaire  AIH  à  ia  courbe 
en  M ,  qu'on  mène  ensuite  G^  prîialléle 
à  MC y  et  que  du  point  H  où  cette  droite 
rencontre    IdH  ^    on  tire  HJ   parallèle 
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à  MG  ;  il  est  certain 
que  MI  exprimera 
la  force  centrale  qui 
doit  être  en  M ,  pour 
que  le  principe  de 
M.  Huygens  soit  obser- 
vé dans  le  sphéroïde 
PME. 


Si  on  vonlaît  présentement  que  la  pe- 
santeur vers  le  centre  ne  dépendit  que 
de  le  dislance  ,  la  relation  entre  la  gra- 
vité et  la  distance  serait  donnée ,  puisque 
cette  relation  serait  celle  qu'il  y  aurait 
entre  MI  et  MC,  Mais  si  on  veut  que 
la  pesanteur  ne  dépende  pas  simplement 
de  la  distance ,  qu'elle  dépende  encore 
de  Tangle  MCP ,  ou  de  toute  autre  quan- 
tité; il  est  clair  qu'oD  pourra  varier  d'une 
infinité  de  manières  la  loi  de  la  gravité 
de  C  en  M,  et  conserver  cependant  le 
même  poids  dans  la  colonne  CM,  Ce- 
pendant on  vient  de  voir  dans  le  §  pré- 
cédent, qu'il  ne  pouvait  jamais  y  avoir 
d'équilibre  dans  les  parties  d'un  fluide  « 
lorsque  la  gravité  poussant  vers  un  centre, 
dépendait  dautres  quantités  quo  de  la 
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distance  à  ce  centre.  Voilà  donc  une  in* 
finité  de  cas  où  l'accord  des  deux  prin- 
cipes ordinaires  n*assure  rien ,  ce  qui 
montre  cju/on  avait  besoin  d'un  principe 
aussi  général  que  celui  du  chapitre  pre- 
mier. 


CHAPITRE    IV. 

Manière  générale  de  faire  usage  du 
principe  de  l'équilibre  des  canaux 
de  figure  quelconque» 

§XVL 

IjA    loi  suicanb    laquelle   la     grai>ité 
tigit  sur  toutes  les  parties  dune  niasse 
fluide  qui  tourne  autour  de  son  axe  étant 
donnée  t  troui^ersi  cette  masse  peut  avoir 
une fonrte  quelle  garde  constamment. 
On  sait  par  le  §  VIIÎ,  qu'afin  qu'une 
masse  de  fluide  puisse  prendre  une  forme 
constante ,    il   faut    qu*un    canal    quel- 
conque rentrant  en  lui-même,  et  placé 
dans  le  plan  du  méridien ,  soit  en  équi« 

0 
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libre  indépendamment  de  la  force  cen- 
trifuge ,  ou ,  ce  qui  revient  an  même  ,  il 
faut  qu'en  calculant  ia  somme  des  ef- 
forts de  la  gravité  sur  un  can.il  queîcoiitjue 
ONf  on  ait  la  même  quantité  que  si  on 
avait  pris  tout  autre  canal ,  qui  passerait 
parles  mêmes  points  O,  iV. 


a      UA     I    ç 


Pour  employer  èe  principe  ,  on  pren- 
dra à  voionié  dans  le  canal  ON  ,  deux 
points  intiniment  proches  S  5  >  et  on 
abaissera  de  ces  points  à  l'axe  CP  lea 
perpendiculaires  SN,  sh  ;  on  mènera 
Sr  parallèle  à  l'axe ,  et  Ton  imaginera 
que  la  force  de  la  gravité  en  chaque 
point  $   ait  été  décomposée  en    deux 
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autres  forces  ,  dont  l'une  agisse  perpen- 
diculairement à  l'axe  CP ,  et  l'autre 
parallèlement  au  même  axe  : 

on  fera  ensuite CH  =     a: 

HS=    y 

Sr  =  da^ 

sr  ■==■   dy 

la  force  perpendiculaire  à  OjP.  . .  =     P 

la  force  parallèle  à  CP =    Q. 

Cela  fait,  on  cherchera  l'effort  que  ]a 
force  P  fera  faire  au  cylindre  Si  pour 
6ortir  vers  O,  et  on  trouvera  facilement 
que  l'expression  de  cet  effort  sera  Pdy  ; 
car  la  force  P  agissant  suivant  SH,  la 
partie  de  cette    force  qui  agira  dans  la 

direction  du  canal  Ss  sera  —^ —  ;  or  mul- 

Ss    ' 

tipliant  cette  quantité  par  la  masse,  otx 
aura  P'Xsr  ou  Pdy. 

On  cherchera  ensuite  l'effort  que  la 
force  Q  fera  faire  au  cylindre  Ss  vers 
le  même  cO»té  O,  et  Von  aura  de  Ja 
même  manière  Qdx  pour  la  valeur  de  cet 
effort.  Donc  Pdy-^Qd^  sera  Tefforc 
total  du  petit  cylindre  iS.f  en  vertu  àts 
deux  forces^    ou,    ce   qui    revient    au 
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même,   en  vertu  de  la  gravité  qui  aTaiC 
été  décomposée  en  ces  deux  forces. 


Si  on  voulait  présentement  faire  usage 
de  cette  quantité ,  pour  trouver  en 
ternies  finis  la  valeur  du  poids  du  canal 
OlSff  en  supposant  que  la  courbure  de 
ce  canal  fût  donnée  par  une  équation 
entre  xetfy  on  commencerait  par  faire 
évanouir  y  et  dy  de  Pdy  -|-  Qdcc  ; 
cette  différentielle  n'ayant  plus  que  des 
œ  et  des  dx ,  on  l'intégrei^ait  en  obser- 
vant de  compléter  l^intégrale,  c'est-à- 
dire  d'ajouter  la  constante  nécessaire, 
afin  que  le  poids  fût  nul ,  lorsque  a;  serait 
ég."^!  à  CG  ;  on  ferait  ensuite  ce  =  CI , 
tt  l'on  aurait  le  poids  total  de  ON»  Mais 
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comme  l'équilibre  dn  fluide  demande 
que  le  poids  de  OA  ne  dépende  pas 
de  la  courbure  de  OSISf,  c'est-à-dire  do 
la  valeur  particulière  de  y  en  x,  il  faut 
donc  que  Pdj^ -]-'  Qd.v  puisse  s'intégrer 
sans  connaître  la  valeur  de  ce ,  c'est-à- 
dire  qu  il  fa u/:  que  Pdy  -j-  Qdx  soit  une 
différentielle  complète  (*),  afin  qu'il 
puisse  y  avoir  équilibre  dans  le  fluide» 

§  XVII. 

Lorsque  les  expressions  des  forces 
P  et  Q  seront  assez  composées  pour 
qu'on  ne  reconnaisse  pas  facilement  si 
jPJ^-f.  Cldoc  est  une  différentielle  com- 

(*)  J'entends  par  différentielle  complète  ,  «ne 
quantité  qui  a  pour  intégrale  unefonctionds  xetdey. 

vrfar<4-xAr,  -^—f^ — —•^•<  sont  des  différentielles 

complètes,  parce  qu'elles  ont  pour  intégrales  xy  , 

\/(jaa-\-xy),  ■-•       ._-- estaussiunedifférenlielle 

complète  ,  parce  que  son  intégrale  est  représentée 

par  l'arc  dont  la  tangente  est*^  ,  le  rayon  étant  1. 

Mais j'^c?j;-|-.TrJy,  yydx  -^ xxdy  y  ne  sont  pas  des 
différentielles  complète»,  parce  qu'aucunes  fonc- 
tions de  X  et  de^  n'en  «auraient  être  les  intégrales. 
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piété,  il  faudra  se  servir  du  théorème 
que  j'ai  donné  dans  mon  Mémoire  (*)  sur 
le  Calcul  intégral,  c'est-a- dire  qu'il  fau- 
dra voir  si  j-z=  ~£  (*"*). Toutes  les  fois 


que  cette  équation  aura  lieu ,  on  sera  sûr 
qu'il  y  aura  équilibre  dans  le  fluide. 

]1j€S  Tnémes  choses  étant  posées  que 
dans  le   problème  précédent  ^   trouver 

(*)  Voyei  les  Mémoires    de  l'Académie,  aiv- 
née  1740,  page  294. 

dp 
(**)  On  entend  par  -.-^  la  difTérentielJe  de  la 

fonction  P,  prise  en  supposant  x  seulement  va- 
riable ,  et  dont  on  a  ôté  les  dx. 
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l équation  qui  exprime  le  méridien  de 

la  masse  fluide. 

Supposons  que  CH^  ce  et  SH,  y  y 
deviennent  les  coordonnées  CQ ,  et 
QM  du  méridien  EMP  du  sphéroïde, 
il  est  clair  que  1  intégrale  de  Pdy-^-Qdx  , 
complétée  de  manière  qu'elle  devienne 
zéro,  lorsque  a?  et  y  sont  aéro,  expri- 
mera le  poid.s  d'une  colonne  ou  canal 
quelconque  CM  qui  irait  du  centre  C 
à  la  superficie.  11  faudra  donc  que  cette 
intégrale  moins  la  somme  des  efforts 
de  la  force  centrifuge  sur  toutes  les 
parties  de  la  colonne  CM,  soit  une 
quantitéconstante.  Mais»  §^t  la  somme 
des  efforts  centrifuges  de  CM ,  est  la 
même  que  celle  de  la  colonne  QMi 
donc  en  nommant  y  la  force  centrifuge 
à  une  distance  de  l'axe  exprimée  par  r, 

on   aura  -^  pour  ia  somme  des  efforts 

centrifuges  de  la  colonne  CM,  et  par 
conséquent  ïéçuaiion  générale  du  me- 
ridien  du   sphéroïde  sera 

f{Pdy  +  Qdx:)-J£L^.^. 
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CHAPITRE    V. 

Principe  général  dont  l  observation  est 
aussi  nécessaire  dans  les  fluides ,  que 
l  équilibre  des  canaux  quelconques  ^ 
ai^ec  fus  âge  de  ce  nouveau  principe 
pour  déterminer  les  mêmes  choses  que 
par  le  premier, 

§  XIX. 

J  'a  p  p  E  L  L  E  R  A I  courbe  de  niveau  , 
une  courbe  dans  tous  les  points  de 
laquelle  la  tangente  est  perpendiculaire 
à  ia  direction  de  îa  pesanteur  ;  il  en  sera 
de  même  à'itneswface  courbe  de  niveau. 

§  XX. 

Par  couche  de  niveau  ^  j'entendrai  l'es- 
pace renfermé  entre  deux  surfaces  courbe  s 
de  niveau. 

S  XXI. 

PRINCIPE        GÉNlêllAIi» 

Une  masse  de //uideEPsp  ,  qu'on  ima* 
gine partagée  en  une  infinité  découches 
de  ni',  eau,  sera  en  équilibre^  si  en  chaque 
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pointa  d^une  de  ces  couches  quelconques^ 
C épaisseur  KV  de  la  couche  est  en  rai- 
son renversée  de  la  pesanteur  au  mênit. 
point  K. 


Supposons  d'abord  que  la  niasse  de 
fluide  HKI  soit  la  seule,  et  qu'elle 
soit  eu  équilibre  ;  il  est  clair  par  les  pre- 
miers principes  de  l'Hydrostatique  ,  que 
si  on  presse  tous  les  points  de  sa  surface 
avec  une  force  égale,  Téquilibre  n'en 
sera  point  troublé.  Or  si  on  yient  à  mettre 
sur  la  niasse  HKI  la  couche  onl  m- 
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finiment  mince ^  et  compos<^e  d'une  in- 
finité de  petits  cylindres,  dont  le3  hau- 
teurs soient  en  raison  renversée  des 
forces  de  la  pesanteur  :  la  pression  cau- 
sée par  ces  petits  cylindres  sera  la  même, 


et  par  l'hypothèse  ,  la  surface  de  la 
couche  ont  sera  de  niveau.  Donc  la  masse 
onl  sera  en  équilibre  aussi  bien  que  la 
masse  HKI ,  remettant  ensuite  conti- 
nuellement dVutres  couches  q$t:,QX.c., 
dans  lesquelles  oa  observe  les  mèines 
conditions    par    rapport    à    l'épaisseur 
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qu'elles  ont  dans  chacun  de  leurs  points, 
on  verra  q^ue  l'équilibre  de  toute  la  masse 
EPep  ne  dépendra  que  de  Téquilibre  do 
la  première  masse  HKl ;  mais  comme 
la  masse  HKI  a  été  prise  à  volonté , 
on  peut  la  supposer  si  petite ,  qu'elle 
ne  soit  plus  qu'une  particule  infiniment 
petite ,  qui  ne  peut  pas  manquer  d'être 
en  équilibre:  donc,  etc. 

S  XXII. 

Supposant  que  chaque  point  M  d'une 
courbe  de  niveau  PEp   soit  poussé  par 


deux  forces ,   dont  Tune  MY  agisse  per- 
pendiculairement à  Taxe  Pp ,  et  f  autre 
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MZ  parallèlement  à  La  même  ligne  t 
trouver  la  relation  qui  doit  être  entre 
ces  deux  forces  ^  afin  ^ue  la  force  corn.'* 
posée  ou  la  pesanteur  MX  qui  en  ré- 
sulte ,  soit  en  raison  renversée  de  t épais- 
seur  Mac  de  la  couche  de  niveau  infi- 
niment mince  créllPEp' 


Il  P 


Ayant  abaissé  de  jm  la  perpendicu- 
Jaire  uq  à  Taxe  Pp  ^  et  mené  par  le  point 
vt  la  parallèle  mB.  au  même  axe,  on 
nommera 

iaforceMF R 

MZ q 

CQ X 

Q^ .r, 

d'où  l'on  aura 


DELATERRE.  45 

Qq  z=2  Rm  =  doc  , 
MR  =  —df, 

et  comme  la  force  MX  par  les  condi- 
tions du  problème  doit  être  {Perpendi- 
culaire à  Mm,  les  triangles  MXY^ 
MBm  seront  semblables  ,  ce  qui  don- 
nera la  proportion  Q  '.  Rz=.  —  dy  '.  dx  , 
d'où  l'on  tirera  Tequation  générale 

Rdy  +  qdx  =  o  , 

qui  sous  cette  forme  appartiendra  éga- 
lement à  toutes  les  courbes  de  niveau , 
mais  qui  étant  intégrée  exprimera,  sui- 
yant  la  constante  qu'on  aura  ajoutée  > 
celle  des  courbes  de  niveau  qu'on  vou- 
dra. 

Supposons  maintenant,  qu'on  eut  en 
effet  intégré  l'équation  Rdy-{-  Qdx=o, 
et  que  par  Taddition  de  la  constante  a , 
on  eut  l'équation  en  termes  finis  de  la 
courbe  PEp  ;  de  plus  ,  qu'on  eût  formé 
l'équation  de  la  courbe  n  c  tt  ,  en  met- 
tant dans  l'équation  intégrée  a  -f-  da  à 
la  place  de  a.  Il  est  évident  qu'on  pour- 
rait par  ces  deux  équations  ,  trouver  la 
valeur  de  l'épaisseur  M/jl  de  la  couclio 
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en  M\  or  cette  valeur  trouvée,  il  n'y 
aurait  plus  qu'a  la  multiplier  par  la  force 
MX ,  et  en  faire  le  produit  proportion- 
nel k  da ,  puisque  ce  produit  serait  le 
poids  de  M^ ,  et  que  ce  poids  doit  être 
constant  par  lea  conditions  du  problème. 


Il  P 


Maïs  sans  intégrer  réellement  l'équa- 
tion Rdy-^  Qdx=:o  ,  on  va  voir  qu'on 
peut ,  en  examinant  les  opérations  qu'on 
devrait  faire  pour  l'intégrer ,  trouver  la 
relation  entre  il  et  Ç,  qu'indique  cette 
proportionnalité  qui  doit  être  entre  le 
poids  de  Mjx  et  da. 

Pour-  cela  ,  imaginons  que  û)  soit  la 
quantité  qui ,  multipliant  tous  les  termes 
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de  Rdy  -f-  Qdx ,  la  rendrait  une  diffé- 
rentielle cumpléte. 

II  est  ciair  que  rintëgrale  de  eaHdy 
-f-  aQdx  égal(^e  à  une  constante  «,  serait 
l'équation  de  la  courbe  PEp  ,  en  sup- 
posant que  a  fût  la  constante  ou  para- 
mètre de  la  courbe  PEp  ;  et  que  la 
même  intégrale  égalée  à  a-^-  da ,  don- 
nerait Téquatioa  de  la  courbe  Fle-TT  ; 
mais  pour  pouvoir  tirer  de  ces  deux 
équations  la  valeur  de  A//t,  ou  simple- 
ment de  Mf  ^  il  est  évident  qu'il  faudrait 
que  dans  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions, a;  et ^  représentassent  CQ  et  QM, 
pendant  que  dans  la  seconde  iU  expri- 
meraient Cq  et  ç/i* 

Supposons  donc  que  ces  deux  équa- 
tions entre  CQ  et  QM ,  et  entre  Cç  et 
qfx ,  fussent  retranchées  Tune  de  Tautre  ; 
il  est  clair  que  Téquation  qui  en  vien- 
drait serait  oùRdy  -f-  coQdx  =  da  ,  en 
supposant  que  dy  ne  fût  plus  comme 
dans  le  calcul  précédent  Mii ,  mais  fif 
différence  de  MQ  a  fjnf. 

Si  on  se  rappelle  ensuite  que  jdM 
épaisseur  de  la  couche  en  M ,  doit  être 
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perpendiculaire  à  Mm,  et  par  conséquent 

le  prolongement   àe  M X  \  on  aura  les 

triangles  semblables  Mf/.f  ,  MXY  qui 

,  ,  Rdx 

donneront  ft,/  =:  —q-' 


n  P 


Substituant  cette  valeur  dans  Téqua- 
lion  précédente  ,  on  aura  —^  ^«^  -h 
fy)Qdx=:da,   d'où  Ton  tirera  dx  :r= 

'^       ^       ;  j  )  6t  par  conséquent  Mju  = 

— r/.«  .  *^)/»^î  ^  <=''^"^^6  que  les  triangles 
semblables  A/yttf,  AfATK  donneiit  ^YF  ! 
XM;=.Mf  :Mfji.. 


0)  V/îi^4-^<^^ 
(la 
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Sî  on  multiplie  présentement  cette  ya- 
ieur  Mu  par  la  force  MX  ,  aliii  d'avoir 

le  poids  de  AI/jLj  on  aura  —  pour  la  va- 
leur de  ce  poids.  Mais  nous  avons  dit 
tout-à-l'heure,  que  ce  poids  devait  être 
proportionnel  à  da  :  donc  a>  est  constant. 
Donc  la  différentielle  Rdf  +  Qdx  n'a  pas 
besoin  de  facteur  pour  être  complète  , 
c'est-à-dire  qu'il  faut  que  Rdy  -j-  Qdx 
soit  la  différentielle  de  quelque  fonction 
de  s.  et  de  y  f  afin  que  la  pression  de 
la  couche  soit,  égale  en  tous  ses  points , 
et  par  conséquent^  afin  que  le  sphéroîdt:^ 
soit  en  équilibre, 

%  XXÎIL 

H  est  clair,  que  lorsque  Rdy  -f-  Qdx 
sera  une  différentielle  complète  ,  son 
intégrale  égalée  à  une  constante  sera 
Véquation  du  sphéroïde  ,  puisque  la 
surface  du  sphéroïde  doit  être  elle-même 
une  surface  courbe  de  niveau. 

S  xxiv. 

Si  on  veut  comparer  cette  équation  gé- 

4 
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né  raie  avec  celle  que  nous  nvons  trouvée 
dans  ie  chapitre  précédent  ,  il  faut  re- 

marquer  que  B.  tient  ici  lieu  de  P — ~  ; 

car  P  exprimant,  §  XVI,  la  partie  de 
la  gravité  ou  de  la  pesanteur  primitive 
qui  agit  perpendiciilairement  à  l'axe ,  il 

faut  en  retrancher  ^  ,  c'est  -  i  -  dire  la 

force  centrifuge  ,  afin  d'avoir  /?. 

Quant  à  Q,  c'est-à-dire  à  la  force  qui 
agit  parallélemefit  à  l'axe  ,  on  voit  bien 
qu'il  doit  venir  pour  cette  quantité  la 
même  chose,  soit  qu'on  décompose  la. 
pesanteur  primitive,  ou  qu'on  décompose 
la  pesanteur  actuelle. 

§  XXV. 

Liaison  nécessaire  entre,  les  principes 
exposés  aux  §VIII  et  XX  f. 

Il  est  aisé  de  voir,  indépendamment  da 
calcul  qu'on  vient  de  donner  ,  que  le 
principe  employé  dans  les  chapitres  pré- 
cédens ,  c'est-à-dire  l'équilibre  dtts  canaux 
quelconques ,  ne  saurait  jamais  donner 
un  autre  résultat  ,  que  le  principe  de 
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i'ëgaîité  de  pression  des  couches  ,  dont 
nous  venons  de  taire  usage.  Car  on  n'a 
qu'a  prendre  pour  le  canal  rentrant  en 
îui-niéme,  l'assemblage  de  deux  branches 
courbes  qui  soient  deux  parties  quel- 
conques de  deux  courbes  de  niveau  voi- 
sines ,  et  de  deux  branches  rectilignes 
perpendiculaires  à  ces  deux  courbes  ,  et 
l'on  verra  (]ue  la  liqueur  contenue  dans 
les  deux  branches  courbes  .  ne  pesant 
point  à  cause  du  niveau  de  ces  deux 
branches ,  il  faudra  que  les  deux  bran- 
ches rectilignes  soient  d'un  poids  (^gai  , 
afin  que  le  canal  entier  soit  en  équilibre  ; 
d'où  il  suit  que  l'épaisseur  de  la  couche 
doit  être  en  raison  renversée  de  la  force 
de  la  pesanieur. 
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CHAPITRE     VI. 

Application  de  la  formule  trouvée  par 
les  deux  principes  précédens  à  plu- 
sieurs hypothèses  particulières» 

§  XXVI. 

JujORSQVE  les  forces  qui  poussent  ^^ers 
les  deucc  axes  ne  dépendent  que  des 
distances  à  ces  axes» 

Dans  tous  les  cas  de  cette  nature,  il 
est  facile  <3e  voir  que  ia  masse  de  fluide 
pourra  conserver  une  forme  constante. 
Si  la  force  qui  pousse  perpendiculaire- 
ment à  Taxe  des  x  est  nommée  Y ,  et 
que  celle  qui  pousse  perpendiculairement 
à  l'axe  des  y  soit  appelée  X , 

sera  Téquation  du  méridien  dans  cette 
hypotlièse. 

§  XXVIL 

Quoique  le  problème  suivant  n'appar- 
tienne pas  directement  au  sujet  que  j'ai  en- 
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treprîs  de  traiter  dans  cetouvrage  , la  ma- 
nière de  le  résoudre  se  tire  si  aisément 
de  ce  qui  précède  ,  que  j'ai  cru  qu'on 
me  pardonnerait  la  peiite  digression  que 
je  vais  faire. 

Trouver  la  courbure  OM  que  prend 
la  surface  de  l'eau  renfermée  clans  un 
-vase  cylmdrique  que  Von  fait  tourner 
autour  de  Vaxe  CE. 


Je  remarque  d'abord  que  chaque  par- 
ticule de  Teau  est  aiumée  de  deux  rorces; 
l'une  constante  et  verticale  est  la  pesan- 
teur, Tautre  variable  et  horizontale  est 
la  force  centrifuge  qui  dépend  de  la 
vitesse  des  parties  comparée  aux  circon- 
férences qu'elles  décrivent. 
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De  là ,  je  conclue  que  la  TÎtesse  àea 
parhes  étant  supposée  se  conserver  ,  la 
niasse  fluide  aur«  toutes  ses  parties  en 
équilibre  ,  et  gardera  une  forme  cons- 
tante. 

Pour  trouver  ensuite  l'équation  de  Iq 
courbe  OM  dont  la   révolution  donne 


) 

B 

\^ 

R 

JV 

o 

H 

J 

^ 

C 

<, 

l  B 

la  surface  de  Teau  ,  supposons ,  pour 
plus  grande  généralité  ,  que  la  \Jlesse 
des  parties  qui  sont  à  la  distance  on  de 
l'axe  soit  représentée  par  JC  fonction 
quelconque  de   a;  ;   la  force  centrifuge 

sera  par  conséquent  —  ,  et  cette  quantité 

précédée  du  signe  — ,  exprimera  la  force 
que  nous  avons  appelée  précédem- 
ment Q.  Je  mets  le  signe  —  à  cauise  que 
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la  force  Q  avait  été  supposée  agir  vers 
l'axe  CE. 

Quant  à  la  force  qui  poussait  vers  BA  , 
comme  elle  est  présentemenL  la  pesan- 
teur ,  nous  mettrons  simplemenl  une 
constante  p  ,  nous  aurons  ainsi  l'équa- 

tioii h  P^y  ="  o ,   ou 

,      .Y  d  y 

•^  px 

pour  réquation  demandée  de  la  courbe 
OM. 

Si  on  prend  la  peine  c!e  comparer 
cette  solution  avec  celle  (*)  du  célèbre 
M.Daniel  Bernoulli,ou  trouvera  qu'elles 
s'accordent.  Quant  à  la  solution  de  M. 
Herman  (  **  )  ^  il  n'en  est  pas  de  même  ; 
mais  je  crois  qu'on  peut  prouver  facile- 
ment qu'il  s'est  trompé ,  car  il  égale  le 
poids  d'une  colonne  d'eau  MH  qui  est 
l'excédant  de  la  colonne  AfQ  par-dessus 
le  niveau,  à  la  force  centrifuge  en  H  ^ 
au  lieu  que  c'est  à  la  somme  des  forces 
centrifuges  de  JIO  qu  il  faut  égaler  ce 
poids. 

(*)   Page;-  ^44  e'  ^4^  <le  rHyflrodynamiqut. 
f**)  Page  37Î4  de  la  Phoronumie. 
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§  XXVIlî. 


Equation  générale  des  sphéroïdes  » 
lorsque  la  gravité  est  composée  d^  laty 
traction,  de  tant,  de  centres  qu^on  voudra. 


Soient  CP  Taxe  de  révolution,  EMP 
un  des  méridiens  ,  M  un  point  quelcon- 
que de  ce  méridien  ,  H  un  des  centres 
attractifs  qu'on  suppose,  pour  plus  grande 
généralité ,  placé  hors  du  plan  du  méri- 
dien ;  HD  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  centre  sur  le  plan  DBCPME  du 
méridien  ,  DB  la  perpendiculaire  menée 
de  D  sur  Taxe  BCP  y  CQ  et  OM  les 
coordonnées  de  la  courbe  EMP  qui  ré- 
pondent au  point  M* 
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Soient  de  plus  CQ  =  x  , 

L'attraction  de  MYeTsH=^(HM/, 
la  force  centrifuge  à  la  distance  r.. .  =/. 

on  aura  pour  la  partie  de  la  force  de  H 
qui  agit  soirant  la  direction  MQ , 

oa,  ce  qui  revient  au  même,  la  partie 
de  la  force  P  qui  vient  du  centre  H^  sera 

De  même  ,  la  partie  de  la  force  de  H 
qui  agit  parallèlement  à  CP ,  sera 

c'est-à-dire  qu«  la  partie  de  Q  qui  vient 
du  centre  /f ,  sera 

n  —  I 

De  ià  il  suit  que  la  partie  de  la  quantité 
/(PJj^'i-Qdx)  qui  vient  du  cenue  H, 
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aura  pour  valeur 

Donc  si  on  imagine  autant  de  centres 
H,  H',  //*,  etc.,  qu'on  voudra,  et  que  les 
puissances   des  distances  à  ces   centres 


qui  expriment  les  lois  des  forces ,  soient 
n,n\  n" y  etc.,  les  intensités  étant  'TT, 
-tt',  tt*,  etc. ,  on  aura 

n  -f-  1  ^  '  •    a  -f-  1  ^  ' 

-^Ç-  (  H^MY"-^^  -f-  etc.  — -fe'  =  A 

pour  l'équation  générale  du  sphéroïde. 
Si  au  lieu  de  supposer  l'attraction  des 
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centres  comme  une  poissance  de  la  dis- 
tance ,  on  voulait  qu'elle  fût  comme  une 
fonction  quelconque  ;  il  est  clair  que  le 
problème  serait  aussi  facile  à  résoudre. 

§  XXIX. 

Si  on  voulait  qu'il  n'y  eût  qu*un  centre 
de  force ,  et  que  ce  centre  fût  placé  à 
l'ongine  des  œ ,  il  viendrait 

n-f-  i  ^         •  y./  •  2;. 

pour  l'équation  du  sphéroïde  dans  cette 
hypothèse. 

Cette  équation  est  la  même  que  celle 
que  M,  de  Maupertuis  a  donnée  dans 
son  Discours  de  la  Figure  des  Astres  , 
p.  102,  deuxième  édition,- 

§xxx. 

Si  on  supposait  deux  centres,  Tun  à 
Forigine  des  x,  l'autre  dans  Taxe  des^, 
on  aurait 
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qui  revient  au  même  ,  que  l'équation 
générale  des  anneaux  donnée  par  M.  do 
Maupertuis  ,  p.  170  de  la  figure  des 
Astres. 

§  XXXI. 

Manière  d'avoir  l'équation  du  sphé- 
roïde ,  lorsque  la  pesanteur  est  produite 
par  l'attraction  d'un  noyau  central  de 
Jigure  donnée  ,  et  d'une  densité   uni" 
/orme. 


Dans  cette  hypothèse ,  il  faudra  trouver 
par  les  quadratures  la  somme  de  toutes 

les  quantités  telles  que  ( HMy  '^  ' , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  la  somme 
de  toutes  les  particules  de  matière  du 
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noyau  donné,  multipliées  chacune  par 
la  puissance  n -\-  i  de  leur  distance  au 
point  M,  appelant  cette  quantité  Z  , 


ar 


sera  Téquation  du  sphéroïde. 

On  trouverait  de  même  l'équation  du 
sphéroïde,  si  le  noyau  était  composé  de 
Couches  de  différentes  densités. 

S  XXXIL 

SI  les  parties  d  une  planète  fluide  qui 
tourne  autour  d'un  axe  s  attirent  mu- 
tuellement en  raison  direcLe  de  la  simple 
distance ,  la  figure  de  cette  planète  sera 
celle  d^un  sphéroïde  elliptique. 

On  pourrait  sans  un  grand  calcul  tirer 
la  démonstration  de  cette  proposition  du 
§  XXVIII;  mais  pour  une  plus  grande 
simplicité ,  on  s  y  prendra  de  la  maniera 
suivante. 

On  remarquera  d'abord ,  que  si  un 
nombre  de  corps  quelconques  B,  D , 
/%  etc.  >   attirent  un    corpuscule  M   en 
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raison  directe  de  leurs  masses  ef  de  leurs 
distances  à  ce  point  il/,  on  pourra  substi- 
tuer à  l'attraction  de  tous  ces  corps,  celle 
d'une  masse  égale  à  i5  -(-  Z)  -f-  /<*--f-  etc. 


qui  serait  placée  au  centre  de  gravité  y 
de  tous  ces  corps  ,  et  qui  agirait  comme 
la  distance  au  point  M. 

Cela  posé  ,  il  est  clair  qu'on  peut  sup- 
poser toutes  les  particules  du  spht^roïde, 
qui  par  leur  attraction  produisent  la 
force  de  la  gravité,  réunie»  au  centre  C 
de  la  planète,  et  alors  le  problème  n'est 
plus  qu'un  cas  du  §  XXIX.  Il  faut  faire 
n=i  dans  Véquation  générale  donnée 
dans  ce  paragraphe ,  et  l'on  aura 

f 
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qui  donne  une  eilipse  pour  le  raéridierx 
du  sphéroïde. 


CHAPITRE    VII. 

Usage  du  principe  de  V équilibre  des  ca^ 
naiicc  quelconques  dans  t  examen  des 
lois  de  gra^'ité  où  cette  force  auraic 
pour  directions  les  perpendiculaires  à 
une  courbe  donnée. 

§  XXXIII. 

1^  E  s  hypothèses  sont  celles  que 
M.  Bou^uer  a  choisies  dans  le  Mémoire 
qu'il  a  donné  à  FAcarlémie ,  en  lyS^, 
intitulé  :  Comparaison  des  deux  lois  que 
la  Terre  et  les  autres  planètes  doivent 
cbsen>er  dans  la  figure  que  la  pesanteur 
leur  J ait  prendre.  Il  suppose,  la  force 
centrifuge  étant  mise  à  part,  que  tous  les 
graves  tendent  perpendiculairement  à 
une  courbe  donnée  KLkl^  et  il  cherche 
la  îoisuivantlaquelle  lapesanteurdoitagir 
dans  les  perpendiculaires  à  cette  courbe, 
afin  que  le  principe  de  M.  Huygens  et 
celuï  de  M.   Newton  donnent  la  même 
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équation,  ce  qui  suffit,  suivant  Inî, 
pour  que  îe  sphéroïde  soit  en  équilibre- 
Comme  par  le  moyen  de  ma  Théorie 
on  peut  déterminer  fort  simplement  tous 
les  cas  de  ces  hypothèses  où  il  peut  y 
avoir  équilibre  dans  les  fluides^  j'en  don* 
lierai  ici  le  détail. 


J'observerai  d'abord  <,  que  pour  rendre 
ces  hypothèses  naturelles  ,  il  faut  suppo- 
ser un  noyau  solide  au-dedans  du  sphé- 
roïde ,  qui  soit  la  plus  petite  KSrs  des 
ovales  qui  ont  la  même  développée  que 
l'ovale  KLM,  Car  si  on  veut  qu'il  y  ak 
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du  fluide  au-dedans  de  cette  ovale ,  il 
faudra  que  ses  parties  pèsent  aussi  dansia 
direction  des  perpendiculaires  MQ^  à  la 
courbe  KLkL  Soient  donc  tz  et  v  deux 
particules  de  fluide  inftniment  proches 
de  Taxe,  ces  deux  particules  pèseront 
suivant  des  directions  qui  feront  ensemble 
un  angle  fini,  ce  qui  est  choqnant. 

Mais  qu'il  y  ait  du  fluide  oa  non  au- 
dedans  de  Tovale  RSrs ,  le  calcul  sera 
toujours  le  même ,  pour  savoir  si  rëqui- 
libre   est  possible. 

§  XXXIV. 

ILa  forcé  de  Ia  gra\>iié  étant  constante , 
trouver  si  le  fluide  peut  être  en  èifuilibret 


8oit  KLk  la  directrice  de  la  gravité  • 
c'est-à-dire   la    courbe    vers    laquelle 

5 
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tous  les  corps  sont  poussés  perpendîcit- 
lairement ,  soit  de  plus  M  une  particule 


quelconque  du  fluide,  et  MK  la  per- 
pendicuidire  à  la  directrice,  on  fera 
CQ  =^  œ 

cr  =  z 

la  gravité * . .  =  p, 

la  force  vers  CQ   appelée  ci-dessus  P , 
sera, 

py_ 

la  force   perpendiculaire   à  CQ,  nom* 
mée  Q,  sera 

—P^r±l 

Donc  il  faut  que 
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soit  la  différentielle  de  queiqr^^  (onction , 
aim  qufc  le  sphéroïde  puisse  erre  en  équi- 
libre.  Or  c  est  ce  qui  ne  paraît  vrabord 
possible,  que  dans  ie  cas  où  z  est  cons- 
tant ;  c'est-u-dire.  lorsque  ia  giavité  agit 
vers  un  seul  point.  Cependant  avec  un 
pen  d'attention >  on  découvre  faciîpTnent 
]'inté(?rale  delà  dirtérentielle  précédente  y 
par  le  lûuyen  de  la  courba  KLk, 

Car  si  ou  clisnge  cette  différentielle 
en  celle-ci: 

qui  lui  iist  égale,  on  s*apperçoît  que  la 

quantité  jj/f^ -^î:^^,  qui  est  au  second 

n^embre,  esl  ie  sinus  de  Tangle  QAff', 
on  voit  ensuite  que  ce  sinus  peut  s'ex- 

primer  par  -pr- ,  ul  étant  une  perpendi- 
culaire abaissée  de  u  sur  MP^.  Or  comme 
f^u  n'est  autre  chose  que  dz ,  la  quantité 

'  ,^      rr  -^  x»N  se^a  donc  If^ ,  dont  l'inté- 

grple  est  — A''/^-f-  une  constante  A ^  h 
cause  que  CQ  augmentant,  A^/^  diminue. 
Donc  l'intégrale  de  la  différentielle  en- 
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Donc ,  dans  cette  hypothèse,  le  sphéroïde 
peut  être  en  équihbre. 

S  XXXV* 

Lorsque  la  pesanteur  nest  pas  cons- 
tante,  détermirier  comment  elle  doit  va,- 
rier  pour  qu'il  y  ait  équilibre, 

-77     ^'ir-"^  sera  toujours  la  différen- 

V  (C-t— «/H-xy)         , 

tielle  de  ISM.    Si  on  nomme   donc   u 


cette  droite,  et  que  Ton  conserve;?  pour 
exprimer  la  force  de  La  pesanteur ,  il  fau- 
dra que  pdu  soit  une  différentieiie  com- 
plète ,  afin  qu'il  y  ait  équilibre;  mais 
pour  cela,  il  est  évident  qu'il  faut  que/» 
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soît  une  fonction  de  1/ ;  donc  la  pesanteur 
doit  dépendre  simplement  de  la  dist-arice 
à  la  direct rice ,  pvur  que  le  spïi^ro'idc 
soit  en  équilibre, 

§  XXXVI. 

Autre  solution  des  deux  problèmes 
précédens. 

Suivant  ce  qui  a  été  établi  dans  le 
§  XVI ,  il  faut  que  la  pesanteur  d'un  ca- 
nal quelconque  OM  ne  dépende  uni- 
quement   que  de  la  position  àes  points 


O,  M,  et  nullement  de  la  courbure  du 
canal  OM-,  cela  posé,  soient  MN  une 
perpendiculaire  à  la  directrice  KLk , 
et  07*  une  courbe  qui  a  la  même  dé- 
veloppée que  KlA^  il  a'agira  de  prouver 
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cjue  le  poî<î<î  du  canal  OAf  est  le  même 
que  celui  du  canal  OTM;  mais  le  poids 
de  OT  doit  être  nul ,  puisque  par  l'hy- 
pothèse ,  la  pesanteur  agit  perpendîeu- 
îairement  à  la  direction  de  ce  canal  dans 
tous  ses  peints.  Donc  il  faut  que  OM  et 


MT  soient  en  équilibre ,  ou  ce  qui  re- 
vient an  même  >  si  on  mène  les  deux 
courbes  quelconques  ,  SJS ,  sz  infiniment 
proches  l'une  de  l'autre ,  et  ayant  cha- 
cune la  même  développée  que  OT ,  il 
faut  que  le  poids  Ss  soit  égal  â  celui  de 
jZz,  Or  ces  deux  petits  cylindres  ne  sau- 
raient se  faire  équilibre ,  que  la  pesan- 
teur en  S  ne  soit  égaie  à  celle  qui  agit 
en  Z  f  c'est-à-dire  que  cette  force  ne  soiî 
la  même  à  ia  même  distance  de  la  dxrec- 
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trice.  Donc  l'équilibre  du  sphéroïde  de- 
mande que  la  pesanteur  soit  une  fonction 
de  la  distance  à  cette  courbe. 

S  XXXVII. 

De  là  il  suit,  que  si  la  pesanteur  était 
le  résultat  de  plusieurs  forces  qui  agissent 
toutes  perpendiculairement  à  des  courbes 
données,  et  qui  fassent  exprimées  pa^ 
des  fonctions  de  Is  distance  à  ces  courbes, 
l'équilibre  serait  encore  possible. 

§  xxxviir. 

Trouver  V équation  du  sphéroïde , 
lorsque  la  force  de  la  gravité  agit  per- 
pendiculairement à  une  courbe  don- 
née ,  et  est  exprimée  par  une  fonction 
quelconque  de  la  distance  à  cette 
coui'bc. 

Soit  pris  dans  une  direction  perpen- 
diculaire à  la  court'e  donnée ,  une  co- 
lonne de  fluide  MN  qui  communique 
avec  la  colonne  JTP,  répondant  au  pôle. 
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par  le  canal  NK  placé  sur  la  courbe 

donnée  LNK. 

Il  est  clair  que  la  gravité  ne  fera  point 
d'effet  dans  KJN ,  ni  la  force  centrifuge 
dans  KP»  Donc  il  faudra  que  le  poid;* 


G    X 


de  MN  moins  la  force  centrifuge  àe 
MN  -^NK^  ou  cp  qui  revient  au  même, 
moins  la  force  centrifuge  de  QM  soit 
constant. 

Qu'on  abaisse   maintenant   NG  per«« 
pendiculaire  à  l'axe  ,  et  qu'on  fasse 

VN  —  s 
jNM  =  t 
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la  force  de  la  gravité  en  JVf . .  -  =  T, 
la  force  centrifuge   à  la 
distance  r ==/> 


On  aura Qilf  =  (f-f-5)  -  , 


c 
s 
la  force  centrifuge 

àeQM ^l(t  +  sy'-^, 

le  poids  de  la  colonne  MNz=fTdt. 
Donc  l'équation  du  sphéroïde  sera 

fTdù^L(^t^sy~=:ué, 
•^  ar  ^      *      ■^    ss  ' 

par  laquelle  on  construira  aisément  Je 
méridien  ,  s  étant  donné  en  z  par  l'équa- 
tion de  la  directrice. 


§  XXXIX- 

Que  la  force  de  la  pesanteur  soit  cons- 
tante et  égale  à  Fiuiité,  on  aura  dans  ce 
cas 


pour  l'équation  du  sphéroïde. 
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§  XL. 

Qu'en  se  servant  du  principe  de 
Bouguer  ^  on  peut  croire  d'abord  que 
les  lois  de  gra^'ité  quon  vient  de  choisir^ 
ne  peuvent  plus  s'accorder  avec  Véquh~ 
libre  des  fluides. 


V  «-Ken     B 


Si  on  voulait  trouver  Téquation  du 
sphéroïde  précédent ,  par  la  mé  tbode  de 
M.  Bouguer^  qui  consiste  à  rendre  égal 
le  poids  à%s  colonnes  MV  et  PV  y  il 
y  aurait  une  observation  assez  délicate 
à  faire,  sans  laquelle  on  trouveraii  une 
autre  équation  que  par  le  principe  pré- 
cédent^ et  par  conséquent  différente  de 
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ce  que  donnerait  le  principe  ce  M.  Huy- 
{^ens.  D'où  il  arriverait  qu'une  infinité 
d'hypothèses  de  gravité  sembleraient  ne 
pas  s'accorder  avec  réquiUbre  des  fluides, 
quoiqu'elles  pussent  s'y  accorder  réel- 
lement. 

Supposons ,  par  exemple  ,  que  la  pe- 
santeur soit  constante  et  égale  à  l'unité  : 
de  1  équilibre  de  Mf^et  de  /^P ,  il  parait 
s'ensuivre,  que  le  poids  Mf^,  c'est-à-dire 
MP^  moins  la  force  centrifuge  de  QM 
serait  égal  à  f^P ,  ce  qui  donnerait 

pour  l'équation  du  sphéroïde  ,  en  gar- 
dant les  mêmes  dénominations  que  dans 
le  problème  précédent ,  et  en  iiommanfc 
de  plus  KP^,  u.  Or  cette  équation  étant 
différente  de  celle  qu'on  a  dormée  dans 
le  §  précédent ,  on  en  conclurait  d'abord, 
que  le  sphéroïde  n'est  pas  possible.  Mais 
qu*on  examine  bien  ce  que  demande  la 
loi  de  gravité  qu'on  a  choisie,  on  verra 
qu'il  n'est  pas  permis  de  supposer  le 
poids  de  Py^  proportionnel  à  PVy  quoi-» 
que  la  pesanteur  soit  constante. 
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Pour  le  faire  voir ,  soit  Kli  le  rayon 
de  la  développée  de  la  courbe  KNL, 


y^  B^K" 


au  point  i^ (supposant  qu'elle  coupe  per- 
pendiculairement son  axe  en  K  )  ;  la 
pesanteur  de  KR  sera  sûrement  expri- 
mée par  KR  ,  parce  que  le  long  de  cette 
ligne  on  ne  peut  pas  mener  d'autre  per- 
pendiculaire à  la  courbe  que  KR,  Mais 
depuis  R  jusqu'en  /^,en  u  par  exemple, 
il  est  clair  que  les  perpendiculaires  un 
à  la  courbe  KNL  ,  seront  les  directionv*J 
de  la  pesanteur ,  pour  que  l'uniformité 
soit  observée  ,  ou  plutôt ,  pour  qu'il  n'y 
ait  pas  de  contradiction  dans  Thypothèse. 
Car  on  voit  bien  qu'il  serait  absurde 
d'imaginer  que  u  pèserait  dans  la  direc* 
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tion  uC  en  le  considérant  comme  partie 
de  la  colonne  f^P  ,  et  qu'il  pèserait 
suivant  un  lorsqu'il  serait  supposé  dans 
la  colonne  unm  ;  or  dés  qu'on  suppo- 
sera ,  comme  on  le  doit ,  que  les  par- 
ticules de  T^R  pèsent  dans  les  direc- 
tions VN y  un^  etc.  perpendiculaires  à 
la  courbe  LNK  ,  on  verra  que  le  poids 
de  T^R  sera  le  même  que  celui  de  ^//, 
SHR  étant  une  courbe  qui  a  la  même 
développée  que  LtlSK.  Donc  le  poids 
de  Kf^  sera  NV ,  et  non  pas  KV.  Avec 
cette  attention ,  on  aura  pour  Téquation 
du  5phéroïde 


OU 


tir   ^        ^        '    is  ' 


qui  est  la  même  que  celle  du  §  précédent. 
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t^mm»-)      mmmm*t^M 


CHAPITRE    ^  lïî. 

ylutres  manières  â' employer  le  principe 
de  V équilibre  des  canauor  quelconques^ 
dans  la  recherche  des  figures  des 
Planètes» 

J'ai  donné  dans  les  chî'.p'tres  V  et  VI 
une  méthode  générale,  pOT?r  connu^ître 
si  une  loi  quelconque  de  gravilé  pou- 
vait convenir  à  requilibrt;  de=  fluides  , 
mais  si  cette  méthodr  a  l'avantage  de  la 
généralité,  elle  n'a  pas  toujours  celui  de 
la  simplicité  ;  on  en  a  vu  des  exemples 
dans  le  chapitre  II  et;  dant^  le  précédent , 
où  il  a  été  bien  plus  commode  d'em- 
ployei  ia  gravité  dans  sa  direction  natu- 
relle ,  que  de  la  décomp^oser  en  deux 
forces  perpendiculaires  aux  deux  axes* 
Voici  encore  des  cas  de  la  méin??  nature, 
par  l'examen  desquels  on  parviendra  fa- 
cilement à  trouver  la  méthode  la  plus 
courte  qu'ori  doive  suivre  dans  chaque 
cas  particulier. 
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Trouçer  les  conditions  nécessaires 
pour  l'équilibre  des  fluides,  lorsque  la 
pesanteur  et  sa  direction  sont  données 
par  des  quantités  composées  du  rayon  ^ 
et  de  langle  du  rayon  avec  laxe. 


Soient  PE  le  sphéroïde ,  et  NO  un 
canal  quelconque  pris  dans  l'intérieur. 
Que  la  force  à  chaque  point  *$"  soit  dé- 
composée en  deux  autres  ,  l'une  vers  le 
centre  fixe  C,  l'autre  suivant  ^R  perpen- 
diculaire à  se.  Soient  de  plus 


eo  F  1  G  0  R  E 

CB=  it 
Tare  Bf  =::=  X  , 
es  :=^  , 
/  i  z=:  dx , 

sR  ^df, 
îa  force  centrale.  .....,♦..*   =^  P  ^ 

celle  qui  tire  perpend.   à  CS  =  Q. 
Le  poids  da  petit  cylindre  iÇj  animé  par 
ces  deux  forces  ^  sera   Pdy  -{-yQ^dx  ^ 


S     S 


puiaquM  doit  être  égal  à  celui  de  deux 
cylindres  SR  ,  Rs.  Or  l'intégrale  de  cette 
différentielle  doit  être  une  quantité  qui 
ne  dépende  point  de  l  équation  partie u- 
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lit;re  de  la  courbe  ON  ;  donc  en  se  ser- 
vant des  mêmes  raiionDemens  employés 
au  §  XVI ,  il  faudra  que  Pdy  -}-Qydx 
soit  une  différentielle  complètn  ,  rjfin 
que  le  sphéroïde  soie  possible  D'où  l'on 
a  la  relation  qui  doit  être  entre  les  forces 
Pet  Q. 

S    XLII. 

Si  on  ne  reconnaissait  pas  facilement 
que  Pdy  +  Qydx  fût  une  différentielle 
complète  ,  on  n'aurait  qu'à  examiner  si 

S  XLIII. 

Trouver  T équation  générale  des  sphé^ 
roïdes  dans  l  hypothèse  précédente. 

Si  on  suppose  que  le  canal  quelconque, 
dont  l'intégrale  de  P^i^-f-O/ttx  exprime 
le  poids,  s'étende  depuis  le  centre  C  jus- 
qu'à un  point  quelconque  M  de  la  su- 
perficie, et  qu'on  retranche  du  poids  de 
ce  cana'  l'effet  de  la  force  centrifuge  , 
c'est-à-dire  la  somme  àts  felToiîs  centri- 
fuges des  parties  contenues  dans  la  per 
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pendi'cuîaire  MQ  à  Taxe  .  le  re*te  devra 
être  une  quantité  constante  : 


Faisant  donc QM  =  z 

et  la  force  centrifuge ==/" 

iorsque  la  distance  à  Taxe  est ... ,  =  r 
OR  aura 


ar 


pour  r  équation  du  sphéroïde» 

§    XLÎV. 

Si  la  force  centrale  était  exprlrn(^.e  pai 
«me  fonction  quelconque  Kdela  distance 
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eu  centre ,  et  que  la  force  perpendicu- 
laire  à  cette  direction  fût  exprimée  par  — 

y 

(JC  étant  une  fonction  de  i'Arc  x  ou  des 
quantités  qui  en  dépendent  )  *,  il  est  évi- 
dent que  l'équilibre  serait  toujours  pos- 
sible ,  et  que  Téquation  du  sphéroïde 
serait 


/2:dx  ^/Ydf-^^A. 

§    XLV. 

Dénouement  âHune  espèce  de  para» 
doxe  qui  se  renconùre  dans  l'hypothèse 
précédente. 

Supposons  qu*on  cherchât  réquation 
du  sphéroïde  du  ^  précédent ,  par  le 
principe  ordinaire  de  Téquilibre  des  co- 
lonnes centrales  et  droites ,  on  trouve- 
rait simplement  y  K/iy  pour  le  poids  de 
la  colonne  CM ,  à  cause  que  la  force  qui 
pousse  perpendiculairement  à  CM  ^  ne 
doit  point  agir  dans  cette  colonne.  Re- 

tranchant  eosurte  Aq  f  JTdy ,  -^  somme 

Aes  forces  centrifuges,  on  tmïùitfVdy 
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fzz 
—  ~ —  = -^   pour  l'équation  du  sphé- 
roïde. Il  est  vrai  qu'on  trouverait  en  même 
temps  que  le  principe  de  M.  Huygens 


fz: 


A 


donneraityKijÇ;^  ^  fXdoz  — • 

mais  ne  trouvant  point  d'erreur  dans  un 
raisonnement  aussi  simple  que  celui  qui 


B    ^ 


apprend  que  le  poids  de  CM  eîil /Ydy  ^ 
que  pourrait-on  penser  alors  ?  sinon  que 
cette  hypothèse  de  pesanteur  ne  peut  pa:f 
convenir  à  Téquilibrc  des  fluides. 

Car,  quoique  par   la  solution  précé^ 
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dente,  on  fût  assuré  que  tous  les  canaux 
CONM  de  ligure  quelconque  seraient 
en  équilibre,  il  suffirait  que  les  seules 
colonnes  droites  partant  du  centre ,  ne 
tussent  pas  de  même  poids ,  pour  détruire 
réquilibre  général,  ei;  par  conséquent 
pour  faire  renoncer  à  Tliypothèse  qu'on 
aurait  prise. 

Abandonnant  cette  hypothèse  ,  on 
croirait  qu'il  faudrait ,  pour  en  avoir  de 
possible*? ,  que  la  pesanteur  centrale  fût 
composée  d'y  et  d'.r ,  afin  qu'alors  Pdy 
intégré  seul  en  faisant  ca  constant,  don- 
nât la  même  quantité  que  l'intégrale  en- 
tière s^Pdy-^-yQdx)  ,  lorsque  Pdv -^ 
Qydx  est  une  différentielle  complète. 

C'est  ainsi  qu'il  arriverait ,  si  on  faisait 

P  =  ccxy  et  Ç  =  xy,  ou  P  r=  ~y~-, 

et  O  =  — ; ; r^ ,  ctc.  Mais  dans   les 

^  l^  {aa  -J- j)' )  ' 

hypothèses  où  P  esc  une  fonction  d'.r  et 
d'j- ,  on  trouverait  encore  dans  certains 
cas  une  difficulté  de  même  nature  que 
celle  qui  paraît  d'abord  ne  tomber  que 
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5ur  les  cas  où  P  ne  contient  t^ue  la  va* 

riable  j. 

Par  exemple,  que  P  = -p^^^^;^  et 

<?=jy(~qr^J)'  Pdjr^qyd^v  sera 
«ne  différentielle  complète ,  qui  aura 
pour  intégrale  \/  {xx  +  yy  )•  t^  où 
§  XLI  ,  le  sphéroïde  doit  être  possible , 
et  avoir  pour  équation 

Cependant  qu'on  cherche  rëquation 
du  sphéroïde  par  l'équilibre  des  colonnes 
centrales  et  droites ,  on  trouvera  l'équa- 

don   \/  {cx:a:^yy)'^x-^i^z=:A, 

Car ,  puisque    la  force    centrale    est 

-yz — ^^ r^ ,    le    poids    d'une    colonne 

quelconque  ,  droite  et  centrale,  sera  l'in- 
tégrale <3e  — -  •^";^^- — ;^  prise  en  faisant  ce 

constant,  c'est-à-dire  \/  (ocx'\-yy')  —  ce 
(où  la  constante  x  est  retranchée  pour 
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compléter  l'intégrale,  le  poids  devant 
être  nul  lorsque  y  =  6).  Retranchant  en- 
suite de  cette  intégrale  la  valeur  ~  de 
la  somme  des  forces  centrifuges  ,  et 
égalant  le  reste  à  la  constante  A ,  on  aura 

v/(a:xH-j/)-û:--^=^    pour 

l'équation  du  sphéroïde  ;  or  cette  équa- 
tion étant  différente  de  celle  que  donne 
l'équilibre  des  canaux  quelconques,  on 
en  doit  conclure  naturellement  que  l'hy- 
pothéiîs  de  gravité  qui  Ta  donnée  ,  est 
encore  de  celles  qui  ne  conviennent  pas 
à  l'équilibre  des  fluides. 

Comme  la  moindre  exception  à  mie 
règle  générale  jette  des  doutes  surtout 
le  reste  ,  à  moins  qu'on  ne  voie  nette- 
ment ce  qui  peut  particulariser  les  cas  où 
cette  règle  manque ,  examinons  s'il  y  a 
véritablement  ici  un  sujet  d^exception  , 
ou  bien  jusqu'où  il  peut  s'étendie. 

Revenons  premièrement  au  cas  où  la 
pesanteur  centrale  dépend  d'une  fonc- 
tion de  la  distance  au  centre.  Quoiqu'ea 
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cherchant  la  valeur  du  poids  d'une  co- 
lonne droite  qui  se  termine  au  centre  , 
rien  ne  paraisse  plus  nécessaire  que  de 
négliger  la  force  <^  qui  agit  perpendi- 
culairement à  la  direction  de  cette  co- 
lonne ;   si  on  remarque  cependant  que 

l'expression  de  cette  force  —  devient  in- 

y 

finie  lorsque  rr=io,  on  verra  que  'g  goutte 
d'eau  qui  est  en  C ,  a  pour  se  mouvoir 
circulairement  une  force  qui  peui  être 
finie  ^  et  que  par  conséquent  le  terme 
fYdy  n'est  pas  le  seul  qu'on  doive  em~ 
ployer  pour  exprimer  Teffort  qiii  sf»  fait 
dans  la  colonne. 


Mais  afin  que  cette  réponse  ne  paraisse 
pas  un  paradoxe  ;  prenons  au  lieu  des 
deux  colonnes  PO,  CAÎ  ,  un  canal 
Py{LM composé  de  deux  colonnes  PyJ , 
ML  et  d'un  arc  de  cercle  AL  décrit  du 
centre  C  et  du  rayon  donné  Cu4  =  a. 

Puisque  —  exprime  la  force  qui  agit  dans 

le  sens  de  l'arc  AL  ^fXdx  sera  le  poids 
de  cet  arc.  Or  comme  le  rayon  Cy£ 
n'entre  point  dans  celle  valeur,  il  s'en- 
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suit  que  le  plue  petit  arc  AL  pèsera  au- 


tant que  le  plus  grand  ,  s'il  a  le  mérce 
nombre  de  degrés. 

Donc,  lorsque  cet  arc  s'anéantit  tout- 
à-fait  en  C ,  son  poids  n'en  est  pas  moins 
fXdoc,  D'où  il  suit  que  l'efFort  total  de 

MCqsi  exprimé  ^av  f  Ydy -^fXdx  — -^-^ , 

et  par  conséquent  que  cette  quantité 
égalée  à  la  constante  A.  donne  la  vraie 
équation  du  sphéroïde. 

De  même ,  dans  l'hypothèse  où  la  force 


centrale 


V    L'^j'-t-yy) 


—  ,  et  où  la  force 
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qui  agit  perpendiculairement  an  rayon 

=  -— ; le  poids  d'un  arc  AL 

V  V  (  rx  -^yy  )  '  r 

dont  le  rayon  serait  a ,  aurait  pour  va- 
leur \/ (xr-f- «^)-—^.  Diminuant  en- 
suite (e  rayon  jusqu'à  rin£ni ,  on  aurait 


alors  X  pour  le  poids  de  l'arc  anéanti 
en  C,    et  cette  quantité  étant  ajoutée  à 


}/(xx^j<y)'^x 


donnerait  tou- 


jours l'équation  ^ (^x-^yy)  —  i^z=.A 

pour  exprimer  le  sphéroïde»  Voilà  donc 
toutes  nos  hypothèses  rétablies. 
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§  XLVI. 

j6o  pesanùeur  répandue  dans  toutes  les 
parties  cCunc  masse  fluide ,  éutnt  pro" 
duite  par  plusieurs  forces  quelconques 
qui  agissent  suivant  des  directions  don- 
nées y  trouver  généralement  s'il  se  peut 
former  un  sphéroïde ,  et  quelle  sera  son 
équation. 


Soient  A'^O  un  canal  quelconque  ^  Nu 
iim  de  ses  élémens,  NP,  NQ,  NU,  JSS  les 
ï^irections  de  tontes  les  farces,  et  F,  <>, 
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jR,  5,  etc.  les  fonctions  qui  expriment 
ces  forces. 

Ayant  mené  par  le  point  n  ïa  ligne  np , 
qui  soit  la  direction  de  la  force  Pau  point 
n ,  on  abaissera  du  point  iV 


sur 


nplapet 


pendiculaire  NH  ^  et  on  nommera  dz.  la 
iigne  iiH»  On  fera  ensuite  la  même  opé- 
ration pour  les  forces  Qy  By  etc.,  et  on 
nommera  du,  dc^  etc. ,  les  lignes  analo- 
gues à  7iH;  cela  fait,  on  verra  facilement > 
quafùir^ui/j  ait  équilibre  dans  le  sphé^ 
/•oiû?c, ///ûï.'/ *7f^ePd7--t- Odu-pB-dt-f-elCf 
&q'U  une  dlJjerciiticLle  complète* 
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11  est  à  remarquer  que  la  position  d'un 
point  quelconque  M  ne  dépendant  que 
de  deux  variables  ,  on  ne  pourra  décider 
qu'une  hypothèse  est  impossible ,  que  lors- 
qu'on aura  réduit  Pc?^  +  Qdu  -^Rdc-\^ 
etc.  k  ne  renfermer  que  deux  variables  , 
parce  que  toutes  les  lettres ,  z,  k  ,  zr ,  etc. , 
et  celle  qui  entreront  dans  /*,  Ç  ,  il ,  etc. 
se  réduiront  toujours  à  deux.  Mais  cette 
réduction  sera  inutile ,  si  on  apperçoit  que 
Pdz  -f-  Qdu  -\-  Rdt-^-etc,  avec  toutes  ses 
variables,  est  une  différentielle  complète. 

Il  est  clair  que  lorsque  Pdz  -f-  Qdu  -f- 
Rdt-j-etc.  sera  une  différentielle  com- 
plète ,  son  intégrale  égalée  à  une  coni" 
tante  donnera  V équation  du  sphéroïde. 

On  voit  bien  que  si  le  sphéroïde  tour- 
ne ,  la  force  centrifuge  aura  dû  être  comp- 
tée au  nombie  des  forces  P ,  <^ ,  /t ,  etc. 
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ss; 


CHAPITRE    ÎX. 

De  T équilibre  des  Fluides  dont  les  sur^ 

faces  peuvent  avoir  une   autre  cour- 

l)ure^que  celle  d un  sphéroïde  produit 

parla  révolution  d'une  courbe  autour 

de  son  axe, 

§  XLVII. 

IJans  tout  ce  qui  précède,  je  n'aî  point 
eKaminé  d'autres  lois  de  gravité  ,  que 
celles  dans  lesquelles  cette  force  est  tou- 
jours la  même  dans  tous  les  points  d'un 
cercle  dont  le  centre  est  dans  l'axe  , 
parce  que  n'ayant  en  vue  que  ce  qui  con- 
cernait la  figure  des  Planéîeb ,  c'aurait 
été  donner  une  gënéralilé  superflue  au 
problème  ,  que  de  choisir  des  lois  dans 
lesquelles  les  ni-isses  fluides  auraient  pris 
d'autres  formes  que  celle  de  sphéroïde. Ce- 
pendant, comme  la  recherche  de  ia  figure 
des  Planètes  n'est  pas  la  seule  question  où 
l'on  ait  heaoin  d'étendre  les  principes  or- 
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dinaires  de  l'Hydrostatique  ,  et  qu'il  n'y  a 
que  très-peu  à  ajouter  à  la  théorie  précé- 
dente ,  pourla  rendre  propre  aux  fluides, 
dont  les  parties  seraiert  animées  par  des 
forces  dont  les  directions  seraient  varia- 
bles de  h  ffîçon  la  plus  générale  j  j*ai  cru 
qu'il  serait  à  prcDos  de  s'y  arrêter  ici. 

T-iCS  questions  où  la  théorie  des  fluides 
f^oh  être  prise  avec  cette  grande  généra- 
lilé  ,  sont  assex   intéressantes  pour  les 
Physiciens  ;  il  s'agira  ,  par  exemple  ,  de 
la  cause  qui  fait  monter  l'eau  dans  les 
tuyaux  capillaires ,  qui  y  fait  au  contraire 
descendre  le  mercure.  On  voudra  savoiç 
pourquoi  les  liqueurs  qui  sont  en  très- 
petite  quantité  ne  se  mettent  pas  de  ni- 
veau, pourquoi  elles  s'attachent  aux  bords 
de  certains  coi-ps,  etqu'elles  en  fuient  d'au- 
tres j  pourquoi  leurs  surfaces  dans  tous  ces 
cas  affectent  des  courbures  particulières 
au  lieu  d'être  planes  ;  et  quantité  d'autres 
phénomènes  de  même  nature.  On  .sent 
bien  que  Texplication  de  ces  phénomènes 
ne  peut  pas  être  complète  sans  une  théo- 
rie  des  fiuides  prise  en  génèr;  !.  Car  on 
doJt  supposer ,  ce  me  semble,  que  les  lois 
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d'hydrostatique  s'observent  dans  îa  plus 
petite  goucte  d'eau,  comme  dans  la  masse 
la  plus  considérable.  Si  donc  une  partie 
d  un  fluide  est  plus  haute  que  les  autres  , 
que  sa  surface  ne  soit  pas  celle  d'un  plan 
horizontal,  etc.,  il  faut  qu'il  y  ait  une  autre 
force  que  la  gravité  qui  anime  les  globules 
de  cette  partie ,  et  qui  les  fasse  tendre 
suivant  une  autre  direction  que  celles  de 
tous  les  corps  pesans  ;  et  comme  la  cour- 
bure de  la  surface  de  ces  petites  masses 
fluides  dépend  de  celles  des  corps  qu'el- 
les touchent,  la  question  ne  saurait  être 
traitée  généralement ,  qu'on  n'examine 
les  conditions  qui  déterminent  l'équilibre 
d*un  fluide  ,  dont  toutes  les  parties  sont 
animées  par  des  forces  qui  ont  des  direc- 
tions quelconques,  c'est  ce  que  nous  fe- 
rons ainsi. 

§  XLVIIL 

Supposant  que  la  force  qui  anime  les 
particules  a  un  fluide  ait  été  décomposée 
en  trois  autres  ,  dont  la  prefnière  a^^isse 
perpendiculairement  à  un  plan  QAP  y  et 
la  seconde  et  la  troisième   suivant  des 
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directions  parailéles  à  d^i^x  l'ig,'7es  QA  , 
AP  ds  ce  plan  qui  font:  un  angle  droïc 
Cit'  rrelhs  :  on  demande  c/uelle  relation 
doit  étm  entre  ces  trois  force  a  ^  pour  que 
l' équilibre  soiC possible  dans  le  Fluide. 


Par  le  §  Itl  la  masse  fluide  ne  saurait 
être  en  équilibre ,  qu'un  canal  quelconque 
rentrant  on  lui-mt^me  ne  soit  en  équilibre, 
ou,  ce(|uirevit:n»  au  même  ,  que  le  poids 
d'un  canal  quelconque  DN  ne  soit  le 
jnéme  que  celui  de  tout  autre  canal  qui 
passerait  par  les  mêmes  points  D,  N.  H  ne 
s'agit  donc  plus  que  d'exprimer  cette  con- 
dition ;  on  suivra,  pour  cela,  la  même 

7 
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tnéthode  que  dans  le  §  XVI  ,  c  est  à-dire 
qu'on  fera  en  sorte  que  la  «jomme  des  poids 
de  tous  les  petits  cylindres  Nn  compris 
danslecanai-DZV,  soit  exprimée  par  une 


fonctiondestroiscoordonnéesde la  courbe 
à  double  courbure  D^  qui  ne  dépende 
point  de  la  nature  de  celle  courbe. 

A.yant  abaissé  NM  perpandiculaîre- 
mentaupî^n  Q^AP,  Mi*  perpendiculaire 
à  AP  ,  et  mené  les  trois  parallèles  ns.  sr , 
rN  aux  trois  coordonnées  NM ,  MP  , 
^iP,  on  fera 

JtPrrrrx 

PM^y 
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MNr=iz 

Nr  v=zdx 

sr  =:^dy 

sn  =  dji 

la  force  suivant  NM , .  =r  P 

la  force  parallèle  à  MP =  Q 

la  force  parallèle  à  PA =  /?. 

Multipliant  ensuite  le  petit  cylindre  iV>f 
par  chacune  des  trois  forces  que  l'on  a ,  en 
décomposant  les  trois  forces  précédentes 
suivant  la  direction  iVh ,  on  aura  pour  le 
poids  de  ce  petit  cylindre  Pdz-i^Qdy-^ 
Rdx  f  et  par  conséquent,  l'intégrale  de 
cette  quantité  pour  le  poids  du  canal  DN, 
Or  il  est  évident  par  les  mêmes  raisonne- 
mens  qu'on  a  employés  au  §  XVI ,  qu'afin 
que  cette  intégrale  ne  dépende  point  delà 
courbure  particulière  de  DN ,  il  faut  que 
Pdz-\-Qdy  -f-  Rdx  soit  la  différentielle 
complète  de  quelque  fonction  de  >r ,  / ,  2  , 
algébrique  ou  dépendante  des  quadratu- 
res. 

S  XLIX. 

On  pourrait  encore  déterminer  la  rela- 
tion que  doivent  avoir  entre  elles  les  trois 
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tbrces/*,  (7,  iî,  en  se  servant  au  principe 
exposé  daris  le  §  XXI  <  ciui  coob-ste  dans 
î'ëgalilé  tie  Ji  prPS:)ic.n  des  €.>ji  hes  d-; 
r.iveau  ,ei  on  arrivei.nt  au  même  résultat 
^ue  par  la  méthode  précédente. 

S  L. 

Lorsqu'on  n'apperce-vra  pas  à  la  pre- 
mière inspection  ,  si  la  quantité  £dz  -f 
Qdy  -|-  Rdx  est  une  diffërentlt  lie  com- 
plète ,  on  se  servira  de  la  méthode  que 
j'ai  donnée  dans  les  Mémoires  de  (*) l'A- 
cadémie, c'est-à-dire  qu'on  verra  si 


dp 

dQ 

dP 

d.R 

dQ 

JR 

dy' 

dï* 

dx' 

—  di' 

dx 

" 

dy 

Lorsqu  on  aura  reconnu  que  P«'2-|-QJji' 
^Rd.T  est  une  différentielle  complète , 
on  n'aura  qu'a  en  prendre  l'intégrale  et 


(*}  Aanée  17^0,  p.  3o4 
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î't'galer  à  uiie  constante,  pour  avoir  l'é- 
quatiou  de  la  surface  de  la  mas'e  fluide 
dont  les  parties  sont  sollicitées  par  les  for- 
1  es  P,Q,R:  la  raison  en  est  évidente  , 
puisque  l'éqiillibie  de  la  masse  Huide  de- 
mnide  que  tons  les  canaux  qiu  partent 
d'un  même  point  et  qui  aboutissent  a  Id 
surface,  soient  dun  poids  égal. 


S  LÎI. 


Si  1.1  masse  de  fltiide  dont  les  parties  sont 
animées  par  les  forces  P  ,  Q  ,  fi ,  tournait 
autour  de  l'axe  des  a; ,  on  trouverait  faci- 
lement p:ir  les  raison nemens  employés 
S  XVl!l',  que 


«era:t  iVquation  de  la  surface  qu'elle  de- 
vrait avoir  pour  être  en  «équilibre  pendant 
cette  rotation:/ étant  la  force  centrifugea 
la  distance  r  de  l'axe  de  révolution. 
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S  i^nr. 

On  pourrait  d'abord  être  étonné  qu'âne 
niasse  de  fluide  pût  tourner  autour  d'un 
axe,  sans  affecter  la  forme  d'un  solide  de 
circonvolution ,  à  cause  qu'il  semble  que 
l'effet  de  la  rotation  soit  de  ranger  toutes 
les  parties  du  fluide  dans  des  cercles:  ce- 
pendant ,si  on  se  rappelle  ce  quia  été  ex- 
pliqué dans  l'Introduction  ,  on  verra  que 
tout  ce  que  cause  la  rotation ,  c'est  d'in- 
troduire une  force  qui  écarte  de  l'axe  ,  et 
que  cette  force  combinée  avec  les  forces 
P  ,  Q ,  /? ,  ne  doit  pas  produire  une  pesan- 
teur dont  la  direction  soit  la  même  dans 
tous  les  points  d'un  cercle  qui  ait  son  cen- 
tre dans  l'axe  de  rotation,  condition  néces- 
saire pour  qu'une  masse  de  fluide  prenne 
la  forme  d'un  solide  de  circonvolution. 

Toutes   /es   particules   d'une    masse 
fluidepeuvent  élre  en  équilibre  entre  ellcs^ 
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dans  T  hypothèse  oàla force  quiles  anime 
est  composée  de  la  somme  de  toutes  les 
attractions  qu  tflî es  exercent  les  unes  sur 
les  autres ,  de  la  force  de  la  pesanteur ,  et 
de  V  attraction  d'un  corps  quelconque  qui 
touche  cette  masse  fluide. 

La  méthode  précédente  est  ôufflsante 
pour  déterminer  s'il  peut  y  avoir  équilibre 
dans  une  masse  fluide  ,  lorsque  la  forcequi 
agit  sur  toutes  les  parties  est  donnée  par 
une  valeur  algébrique ,  ou  que  cette  va- 
leur peut  être  trouvée  par  les  quadrature» , 
ainsi  qu'il  arriverait  si  cette  force  dépen- 
dait seulement  de  l'attraction  d'un  corps 
de  figure  donnée.  Il  n'en  serait  pas  de 
même  ,  si  cette  force  dépendait  encore 
de  l'attraction  des  parties  du  fluide  même, 
car  alors ,  pour  employer  cette  méthode  , 
il  faudrait  commencer  par  connaître  là 
courbure  de  ia  surface  de  ce  fluide  y  ce 
qui  serait  extrêmement  difficile.  Kien  ce- 
pendant n'est  si  aisé  dans  cette  hypothèse, 
que  de  prouver  l'équilibre  des  parties  du 
fluide,  si  on  se  sert  des  mêmes  raisonne- 
mens  que  nous   avons  employés  dans  le 
chapitre  II. 


lo,'  FÏGUKi: 

Soit   M  tin  globule  quelconque  de 'a 
5»uri'ace  /vZ/Z^f  d'une  masse  de  flutae  con- 
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tenuf;  dans  un  vase ,  BU  va  des  bords  de 
ce  vaj^e  ,  ou  bien  un  coî-ps  qui  y  est  plongé  j 
sans  chercher  la  nature  de  cette  surface, 
on  doit  voir  qu'il  y  a  une  courbure  à  lui 
donner,  telle  qu'il  en  résulte,  que  )e  glo- 
bule il/ attiré  par  trois  forces;  IV.nfr.la 
pesanteur;  l'autre,  rattraction  deianiîtsse 
du  fluide;  la  troisième,  1  attraction  du 
vûse,  prenne  la  direction  MQ  perpendi- 
culaire au  plan  tangent  en  Jl/,  Il  n'est  donc 
plus  question  que  de  savoir  f^-l  l'équi'ibre 
te  trouvera  dans  l'intérieur  ;  or  nous  nv^ns 
vu  ^  Ili ,  iion  ia  question  se  réduirait  à  ca 
<ju  un  .anal  quelconque  rentrant  rn  lui- 
intînio,  e»  piacédaf;5r:ntéri«iurdela  ruasse 
u4GKLMR8,  fût  en  équilibre  De  plus , 
par  le  §  îX  ,  on  sait  que  si  toutes  les  pai- 
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ries  d*un  canp.l  rentrant  en  lui-p.éme ,  *>ont 
attiréffs  vers  un  point  fixe  suivant  une  fonc- 
tioA  de  la  d;,stance  à  ce  point ,  le  canal  sera 
enequilibie Donc,  considérant  comme 
autant  âi  centres  attractifs,  tous  les  ato- 
mes dont  la  masse  fluide  et  le  vase  sont 
compo^'^és.  chacun  de  ces  centres  ne  trou- 
blera point  l'équilibre  du  canal  ;  <:!:  quant 
à  la  force  de  la  pesanteur ,  il  est  bien  clair 
qu'elle  ne  peut  pas  non  plus  troubler  l'é- 
quilibre; donc  le  canal  et  toute  la  masse 
fluide  seront  en  équilibre. 


C  H  À  P  I  T  R  E    X. 

De  rélAvation  ou  de  T ahahsement  des 
Itijueurs  dans  les  tuyaux  capillaires.  (*) 

§  LV. 

UEtousles  phénomènes  dont  nous  avons 
parle  ^,  XL\  JI ,  le  dérangement  du  niveaU 

("*)  \i>vt7  ^iiv  ce  tu>:t  la  lliéoiJe  de  M.  La- 
p'ac-c  ,  exporte  drtn;  le  Supplément  au  lo*  Livre 
de  la  Mécanique  CwJi-îe.  (  IS->tc  de  l'Editeur.  ) 
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dans  les  tuyaux  capillaires  ,  est  le  seul  qui 
mérite  actuellement  que  nous  nous  y  arrê- 
tions ;  car  la  rondeur  des  gouttes  de  fluide 
la  concavité  de  la  surface  de  l'eau  auprès 
du  verre ,  la  convexité  du  mercure  ,  etc. 
sont  si  aisées  à  expliquer  par  le  moyen  de 
l'attraction ,  qu'il  suffit  pour  cela  de  relire 
ce  qu'on  a  dit  dans  le  §  LIV. 

Ceux  qui  voudront  être  instruits  des 
teâts  les  plus  curieux  que  l'on  a  découvert» 
au  sujet  des  tuyaux  capillaires ,  n'auront 
qu'a  lire  l'excellente  Dissertation  qu'en  a 
donnée  M.  Jurin  dans  les  Transactions 
Philosophiques  ;  ils  y  trouveront  un  choix 
ingénieux  d'expériences  faites  pour  re- 
monter à  1a  cause  de  ces  phénomènes. 
Mais  quoiqu'il  y  ait  beaucoup  à  profiter 
dans  la  lecture  de  cette  pièce  ,  j'avoue  que 
je  n'ai  pas  pu  être  satisfait  de  la  théorie 
que  M.  Jurin  y  donne  ,  et  que  j'ai  cru  que 
l'examen  de  cette  question  demandait 
plu-i  de  principes  que  cet  Auteur  n'en  a 
employés. 
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§LVI. 

L'article  de  son  Mémoire  qui  m'a  fait 
penser  ainsi,  est  celui  où  il  réfute  M. 
Hauksbée  qui  rapporte  l'élévation  de  la 
colonne  d'eau  qui  est  dans  le  tuyau  capil- 
laire ,  à  l'attraction  de  toute  la  surface  du 
verre  touchée  par  cette  eau.  M.  Jurin  éta- 
blit ,  au  contraire ,  que  c'est  à  la  seule  pe- 
tite partie  annulaire  du  tube  qui  est  au- 
dessus  de  cette  eau ,  qu'il  faut  attribuer  îa 
suspension.  Pour  le  prouver ,  il  comirtence 
par  remarquer  d'aprèsl'expérience, que  la 
hauteur  de  Teau  élevée  dans  le  tube,  est 
toujours  en  raison  renversée  du  diamètre 
du  tube.  De  là  il  s'ensuit  que  la  surface 
intérieure  du  tube  tonchée  par  l'eau  est  de 
même  étendue  dans  tous  les  cas  ;  et 
comme ,  au  contraire ,  le  poids  de  l'eau 
élevée  est  en  raison  du  diamètre ,  M  Jurin 
conclut  que  ce  ne  peut  pas  être  par  l'at- 
traction de  la  surface  que  l'eau  soit  élevée , 
puisqu'une  cause  constante  produirait 
un  effet  variable  ;  il  attribue  ensuite  la 
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suspension  de  ceth»  cav.  a  î'jli'.Mction  de 
otîil»-  espèce  H  annenu  ce  ven-»  qui  est  au- 
uevs-ju.-  de  i'eaij  ,  parce  cjue  in  t'rr-r.iifc 
lence.  ou  putôt  Ja  petite  .surf.-.ce  de  tet 
anneau  se  trou,  e  pvoporuonuellc  à  iaquari- 
tité  d'eau  élf  vée. 


§  LVII. 


V"oiri  présentement  ce  que  j  oLjectc  ù 
ce  linsonnement  ;  c'esr  i"  qu'on  ne  •pc- 
rait  employer  le  principe  t]uo  ic s  effets 
.sont  proportionnels  aux  causes,  que  quand 
oiï  remonte  à  une  cause  première  et  uni- 
que, et  non  lorsqu'on  examine  un  effet 
résultant  de  la  corabJnaisoa  de  plusieurs 
causes  particnlières  qu'on  n'évalue  pas 
chacune  séparément.  Or  quand  on  com- 
pare Télévation  de  Veau  dans  deux  tubes 
différons  ,  l'attraction  de  chaque  surface 
€si  le  résuhat  de  toutes  les  attractions  de 
chaque  particule  de  verre  sur  toutes  celles 
de  l'eau  ,  et  comme  toutes  les  petites  for- 
ces qui  corijposfînt  la  force  totale  d'une  de 
ces  surfaces  ne  sont  pas  éi^ales  entre  elles. 
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on  n  a  aucune  raiion  pcir  conclure  l  éga- 
lité d'attract  ion  di;  deux  suilaces  de  l'éga- 
lité ue  retendue  de  ces  sui  iacef;  A  faudrait, 
de  plus  ,  que  ces  surfaces  fussent  paiedles. 
Par  la  même  raison  ,  quand  même  on  ad- 
inettraii  que  le  seul  anneau  de  verre  «jui 
e>l  au-dessu?i  de  l'eau  ,  .serait  îa  cause  t.e 
l'rlés/î'tion  de  leau  ;  on  n'en  saurait  ro.i  - 
clurA  que  ie  poids  ëlevé  devrait  élre  pro- 
poniunnel  à  ce  Jiamètre  ,  parce  qu'on  ne 
peut  connaitre  !a  force  de  cet  anne-'u 
qu'en  sommant  celle  de  toutes  ses  partif-s. 

a".  Suppose  qu'on  eut  trouvé  qu?  1.^ 
forx^c  d'un  anneau  de  verre  fui  en  r.:.isTi 
constante  avec  son  diaméire  ,  on  a  en 
pourrait  pas  conclure  qu  une  colonr:e  de 
lluide  d'un  poids  proportionnel  à  cette 
force  serait  suspendue  par  son  moyen.  On 
voit  blenqu'uncorpssoiide  tiré  en  en  haut 
parrjie  force  égale  .i  sun  poids,  ne  saur.nt 
tomber.  Mais  si  ce  corps  est  fluide ,  ses 
partîe.s  étani.  détachées  les  unes  des  autres , 
il  fiTjt  fair.^  voir  qu  ol'es  ^e  ôouhennenl 
mutuellement.  Je  vju  dono  examiner  la 
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quesuon  des  iuyaux  capillaires  par  les  loîs 

générales  de  l'équilibre  des  fluides. 

S  LVIII. 

Dans  cette  recherche ,  je  regarderai  les 
parlJcules  du  flaide  comme  infiniment  lis- 
ses et  infiniment  petites  pa  r  rapport  an  dia- 
mètre du  tube ,  je  supposerai  la  matière 
de  ce  tube  parfaitement  homogène  ,  et  sa 
surface  infiniment  polie  Déplus,  Repren- 
drai la  même  fonction  de  la  distance  pour 
exprimer  tant  l'attraction  de  la  matière  du 
tuyau,  que  l'attraction  des  parties  du  fluide, 
ne  distinguant  ces  attractions  que  par  les 
coefiiciens  oa  intensités 

§  LIX. 

Examen  des  forces  qui  soutiennent 
feau  dans  les  tuyaux  capillaires. 

Soient  ABCDEFGH  la  tranche  du 
tuyau  capillaire  par  un  plan  qui  passe  par 
Taxe ,  MNP  le  niveau  de  l'eau  dans  la- 
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quelle  i' est  enfoncé,  Il  la  hauteur  ou 
cette  liqueur  est  élevée  dans  le  Xuypw , 
YIZ  la  petite  coiirbe  concave  que  l  at- 
iractîon  du  rerre  fait  prendre  à  l'eau  ;  de 
plus  que  IKLM  représente  un  canal  in- 
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iîniment  étroit ,  dont  les  deux  branches 
IK  et  ML  soient  verticales,  et  la  branche 
X/l  horizontale  ;  la  première  placée  dans 
l'axe  même  du  tube,  la  seconde  et  la  troi- 
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sièino  placées  assez  loin,  du  verre,  pour 
que  raitraclion  en  soit  insensible.  Je  v.iid 
chercher  qu«Hles  sont  les  forces  qui  agis- 
sent sur  les  parties  de  ML  el  de  7A  ,  afin 
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de  voir  si  les  colonnes  peuvent  être  en 
équilibre  ,  quoiqu'elles  soient   d'inégale 


longueur. 


Pour  y  parvenir  j  je  commence  par  faire 
le  rayon  intérieur  du  tube -=  6 


DE    L  A   TE  RRE  ii3 

nmensité  de  l'attraction  du  verre. .  .=A 
l'intensité  de  l'attraction  de  l'eau. ,  .  =  k 
la  force  de  la  pesanteur =p 

Ensuite  je  suppose  que  la  fonction  do 
la  distance  qui  exprime  la  loi  de  l'attrac- 
tion ,  tant  du  verre  que  de  l'eau ,  soit  don- 
née, et  qu'on  ait  calculé  ^ 

1**  La  force  avec  laquelle  un  corpus- 
cule placé  à  la  distance or 

d'un  plan  MN ,  est  attiré  par  un  corps 
dont  ce  plan  estla  surface  extérieure^  et 

je  nomme  cette  force [j;] 

en  supposant  quel'intensitéde  l'attraction 
de  ce  corps  soit  l'unité.  Je  me  sers  de 
l'expression  [:cj ,  afin  de  désigner  une 
fonction  de  x  dans  laquelle  les  dimen* 
sions  du  corps  attractif  n'entrent  pas  ;  car 
je  suppose  ce  corps  assez  grand  pour  être 
traité  comme  s'il  était  infini  ,  ce  qui  est 
permis  par  l'hypothèse  que  l'attraction 
n'est  sensible  qu'à  une  irés-petite  distance; 

2°  La  force  avec  laquelle  un  corpuscule 
Ç  placé  à  la  distance  QO,  xàe  lasurt'ace 
CH,  est  attiré  par  le  tube  ou  cylindre 
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creux  CDABGHEF,  et  je  prends  pour 

exprimer  cette  force ,  la  fonction ,  ,[h  ,x1 


supposant  que  î'inlensîté  de  rattraction 
soit  encore  l'unité.  On  voir  bien  que  j'en- 
tends par  \b^  a;j,une  fonction  dans  laquelle 
on  ne  lait  entrer  ni  l'épaisseur  ni  la  hau- 
teur du  tube,  qu'on  suppose  infimes. 
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E*  La  iorce  avec  laquelle  un  Corpuscule 

•p  place  à  la  distance  x  de  VX ^  est  attiré 

par  la  petite   masse  d'eau  YVXZ  ^  et  jd 

la  nomme ....[  b  ^x,  h^k]. 

Cela  posé,  je  dis  que  deux  forces  agis- 
sent dans  la  colonne  AIL  pour  la  faire  pe- 
ser en  enbas;  Tune,  la  force  delà  pesan- 
teur qui  s'exerce  dans  toute  la  longueur 
JIIL ,  l'autre ,  l'attraction  des  parties  de 
Teau  qui  n'a  d'effet  que  vers  Af.  Que  y  soie 
un  corpuscule  placé  à  une  très-petite  dis- 
tance X  de  MN,  en  imaginant  le  plan  /jlv 
parallèle  à  MN ^  et  placé  de  manière  que 
y  soit  au  milieu  de  l'intervalle  des  deux 
plans  ;  il  est  clair  que  Teau  renfermée  dans 
cet  intervalle  n'agira  point  sur  le  globule 
y^  mats  que  celle  qui  sera  au-dessous  du 
plan  fJLv  attirera  y  en  enbaa ,  et  que  l'expres- 
sion de  sa  torce  attractive  seray^fx].  Donc 
le  poids  de  ML  sera 

p.  ML-^fkdxlx] 

en  supposant  que  dx\_x'^  ait  été  intégré, 
et  qu'on  ait  fait  dans  l'intégrale  ar  =  co  . 

Quant  à  la  colonne  IK ,  pour  en  trou- 
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ver  le  poids,  je  remarque  d'abord  que  Vat- 
traction  dw  tJibe  n'est  d'aucun  effet, pour 
augmetiter  ou  diminuer  le  poids  des  par- 
ties qui  sont  vers  le  bout  I',  car  si  le  haut 


M 


AI jB         E 


N^-' 


ST^_ 


<j.y 


C      D 


J 


T 

h 
H 


ABVSEXTF  àM  tube  attire  en  enhaut 
les  globules  à\\  fluide  qui  sont  vers  /,  la 
parue  du  îwbe  qui  est  inférieure  à  la  sur- 
Xacm  îS'J'ies  attire  avec  une  force  égale  en 
en  b8s.  Dortc  saus  chaoger  Vétat  de  la  ques- 
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tion  ,  on  peut  supposer  le  tube  d'une  ma- 
tiére  homogène  à  l'eau ,  quant  à  ce  qui  se 
passe  vers  l'extrémité  /. 

Or  dans  cette  supposition  ,  la  matière 
contenue  au-dessous  du  plan  SVIXT  at- 
tirera en  enbas  les  particules  voisines  de  p 
avec  une  force  exprimée  par  A[ap  ] ,  si  la 
petite  distance //?  est  nommée  x.  Mais  ie 
cylindre  creux  ABSVEXTF  attirera  les 
mêmes  parties  en  enViaut  avec  nne  force 
exprimée  par  k\h^x'\y  et  la  masse  d'eau 
YVXZ  les  attirera  dans  le  même  sens 
avec  la  force  [^,r,A,^j.  Donc  la  force 
totale  des  particules  voisines  de  /  6e  fera 
en  enbas ,  et  aura  pour  expression 
k\_x\'—k\^b  yx'\ — \hyXyh^k\ 

Donc  le  poids  total  de  toutes  les  parties 
voisines  de /sera 

kfdx\x\  —  kfdx\h^  x'\ — fdx[h ^xji^k]. 

Il  n'est  plus  question  présentement  que 
d'examiner  ce  qui  se  passe  vers  le  bout 
O  ;  pour  cela  j'imagine  au-dessous  du  plan 
CH  y  un  tube  pareil  à  celui  quiestau-des- 
5US ,  mais  qui  soit  d'une  matière  dont  l'ai- 
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traction  aitla  même  intensité  que  celle  de 
Teau;  il  est  évident  que  ce  nouveau  tube 
attirera  en  enbas  les  particules  voisines  de 
O  ;  mais  comme  le  tube  de  verre  attirera 
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les  mêmes  parties  en  enliaut  avec  une  force 
plus  grande  dans  la  raison  de  A  à  ^ ,  il  s'en- 
suit qu'on  peut  mettre  h  part  l'attraction 
du  nouveau  tube ,  et  imaginer  seulement 
que  le  tube  ABCDEFGH  «oit  d  une 
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matière  dont  Tattraction  ait  pour  intensité 

Quant  à  rattraction  de  Teau  qui  serait 
renfermée  entre  les  parois  YD  ,  ZG 
prolongées  au-dessons  de  Z)G  ,  il  est  clair 
qu'elle  ne  doit  pas  être  comptée ,  puis- 
que les  parties  supérieures  à  DG ,  et  les 
parties  inférieures  au  même  plan  se  détrui- 
sent leur  effet  réciproquement. 

De  là  il  suit  que  les  parties  Q  qui  sont 
à  la  distance  oj  de  Z)  G  ,  sont  attirées  en 
enhaut  avec  la  force  (  h  — h  ).  [  ^ ,  a;  ] .  De 
plus  ,  les  parties  /?  qui  seront  au-dessus  de 
X)  G  à  la  même  distance  x  de  ce  plan ,  se- 
ront attirées  en  enhaut  avec  la  même  force 
(k—'k).  \_b  ,a:]-,  car  si  on  mène  ch  parallèle 
à  effet  à  la  même  distance  de  R  ,  que  R 
deCHf  il  est  clair  que  le  tube  ABcdEghF 
attirera  en  enhaut  la  particule  jR ,  comme 
le  tube  ^i^C£>G;^/i'i^  attire  le  globuleÇ. 
Donc  le  poids  total  des  parties  voisines  du 
bout  O  du  tube  se  fera  en  enhaut ,  et  aura 
pour  expression 

{'^h^2k).fdxlb,x\. 
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Donc  le  poids  de  toute  Ja  colonne  Il< 
sera 

p.  IK '^kfdx[x]^kfdx[b ,x] 
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égala  nr  cette  valeur  à  celle  da  poids  de 
ta  colonne  ML,îX  viendra,  après  la  ré- 
duction ,  pour  la  hauteur/*  de  Feau  éle- 
vée au-dessus  du  niveau 
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Or,sanspousserlecalcul  plus  loîn  pour 
savoir  ce  que  seraient  les  quantités  [^ ,  -2^] 
€t[b,œjhfk]  suivant  les  différentes  fonc- 
tions de  la  distance  qu'on  pourrait  prendre 
pour  exprimer  la  loi  de  l'attraction  ,  on 
doit  voir  facilement  qu'il  y  a  une  infinité 
de  lois  d'attraction ,  dans  lesquelles  l'ex- 
pression précédente  de  li  donnera  une 
hauteur  fort  sensible,  lorsque  le  diamètre 
If  du  tube  sera  trèô-petit ,  et  au  contraire  , 
une  hauteur  presque  nulle,  lorsque  le 
tube  sera  un  peu  gros.  On  doit  Toir  encore 
qu'il  y  a  une  telle  loi  à  donner  à  Tattrac- 
tion ,  qu'il  en  résultera  que  //  sera  en  rai- 
son renversée  du  diamètre ,  ainsi  que  Tex- 
périence  le  donne. 

SLX. 

On  tire  de  l'expression  précédente  de 
/*  une  proposition  assez  singulière ,  c'est 
que  quand  même  l attraction  du  tuyau 
capillaire  serait  d'une  intensité  plus  pe- 
tite que  celle  de  Veau ,  pourvu  que  cette 
intensité  ne  fût  pas  deux  fois  moindre , 
l'eau  monterait  encore.  Car  on  voit  par 
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le  terme  ( ô h — k )fdx [b ^x]  que  toutes 

les  t'ois  que  A  sera  moindre  que  2.h^  Il  sera 

positive. 
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§  LXI. 


On  pourrait  cependant  iv>rmer  une  ob- 
jection contre  cet  argument ,  on  pourrait 
dire  qu'on  ne  sait  pas  ce  que  devient  la 
quantité  [^b^Xfh,k\  qui  exprime  Tattrac- 
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tîon  de  la  petite  masse  d'eau  YVXZ  sur 
les  particules  qui  sont  vers  /,  parce  que 
l'eau  s'attirant  plus  elle-même  que  la  ma- 
tiére  du  tube  ne  l'attirerait ,  il  se  pourrait 
bien  faire  que  la  courbe  YlZ  serait  en 
dessous ,  et  que  le  lerme/Hco  [if  ,x,k,k^ 
devînt  par  là  négatif,  ce  qui  empêcherait 
effectivement  l'argument  précédent  d'a- 
voir lieu. 


SLXIX. 


Four  répondre  à  cette  difficulté ,  îl  suf- 
fit de  voir  que  l'eau  peut  faire  une  courbe 
concave  auprès  des  parois  d'un  corps  qu'on 
y  trempe ,  quoique  son  attraction  soit  plus 
grande  que  celle  de  la  matière  de  ce  corps. 

Que  le  parallé- 
lipipède  ABCD^ 
par  exemple,  re- 
présente le  corps 
plongé  ,1'horizon- 
tale  ISM  la  sur- 
face de  l'eau  j  afin 
de  déterminer  la 
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direction  de  la  force  avec  laquelle  un 
corpuscule  placé  dans  l'angle  N  est  at- 
tiré, tant  par  Je  corps  ABCD ,  que  par 
Teau  MNB ,  supposons  que  iVZ»  expri- 
me l'attraction   de  ABCD    sur  iV,  et 

que  iVO  exprime 
la  force  avec  la- 
quelle le  même 
corpuscule  serait 
attiré  verticale- 
ment ,  si  tout  ce 
quiestau-dessous 
de  la  surface  Ml  b  I ,  ip 

était  d'eau;  il  est  clair  qu'en  décrivant 
sur  iVOle  triangle  rectangle  isocèle  NKO, 
iVA^  sera  l'attraction  de  l'eau  MNB  sur 
N'y  donc  la  diagonale  NR  du  parallélo- 
gramme NLRK  sera  la  direction  de  la 
force  totale  qui  agit  sur  N.  Or  il  est  évi- 
dent que  cette  ligne  sera  en  dedans  du 
corps  ABCD  f  si  NO  est  plus  petit  que 
2  NL.  Donc  la  courbe  par  laquelle  l'eau 
vient  joindre  le  corps  ABCD  sera  con- 
cave, puisque  les  petits  côtés  de  cette 
courbe  doivent  être  perpendiculaires  aux 
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directions  des  forces  qui  animent  les  par- 
ticules de  Teau. 

§  LXIII. 

De  Vascension  de  Veau  dans  un  tuyau 
capillaire  composé  de  deux  cylindres 
d'inégale  grosseur» 

Comme  l'attraction  du  bout  inférieur 
du  tube  entre  pour  le  moins  autant  que 
celle  du  bout  d'enhaut,  dans  l'examen 
que  je  viens  de  donner  des  forces  qui 
causent  Tascension  de  l'eau  dans  les 
tuyaux  capillaires,  ceux  qui  connaîtront 
les  expériences  de  M.  Jurin  ,  pourraient 
s'en  rappeler  une  >  qui  au  premier  coup- 
d*œil  semblerait  démentir  les  raisonne- 
mens  précedens:  cette  expérience  consiste 
en  ce  que  si  on  soude  deux  tujaux  capil- 
laires d'inégale  grosseur ,  et  qu'on  trempe 
le  bout  le  plus  étroit  dans  l'eau  ,  cette 
liqueur  ny  monte  pas  plus  haut  ,  que  si 
tout  le  tuyau  était  de  la  même  grosseur 
que  par  le  bout  d'enliant. 

Pour  expliquer  ce  fait  ^  reprenons  tout 
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ce  que  nous  avons  dit  §  LIX ,  mais  imagi- 
nons de  plus, que  Dij^Gi^v  soit  un  nou- 
veau tube  de  verre  placé  au  dedans  de  la 


^  p 


capacité  J^DEG;  il  est  clair  que  Faddition 
de  ce  cylindre  fera  le  même  effet ,  que 
le  tube  composé  des  deux  tuyaux  soudés 
dont  nous  venons  de  parler.  Maintenant, 
à  oause  que  dans  le  calcul  précédent,  on 
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a  supposé  que  l'espace  DjSpaGiB-u  était 
d'eau  au  lieu  d'être  de  verre,  il  faut  ajou- 
ter aux  forces  qui  agissent  sur  la  colonne 
/^, l'effet  de  Tattraction  d'un  cylindro 
creux  DfipaGeB-u  supposé  d'une  matière 
dont  l'attraction  aurait  pour  intensité 
// — k.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  cet  effet 
est  nul ,  car  si  le  bout  DtvG  attire  en  en- 
haut  les  parties  voisines  de  O ,  le  bout 
/Sp^-f  attirera  en  enbas  avec  la  même  force 
les  parties  voisines  de^.  Donc  TK  restera 
de  même  poids  qu'avant  l'addition  du 
tube  D^pa^-v  Gi.  Donc  la  hauteur  de  cett« 
colonne  sera  toujours  la  même. 


S  LXIV. 


Il  ne  serait  pas  plus  difficile  d'expliquer 
pourquoi ,  lorsque  le  tube  composé  des 
deuxtuyaux  inégaux  a  le  bout  le  plus  gros 
dans  l'eau ,  la  hauteur  de  la  colonne  qui 
se  soutient  dans  ce  tube  composé  ,  est  la 
même ,  que  si  le  tube  était  un  seul  cylin- 
dre de  la  luéDie  grosseur  que  la  partie 
d'en  haut. 
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§   XLV. 

Quant  à  la  descente  du  viFargent  dans 
les  tuyaux  capillaires ,  je  ne  m'arrêterai 
pas  à  l'expliquer  ,  parce  qu'il  ne  faut  ab- 
solument que  les  principes  que  /e  viens 
d'employer  y  pour  faire  voir  que  les  forces 
qui  tirent  en  enbas  dans  la  colonne  qui 
traverse  le  tube,  sont  plus  grandes  que 
celiesqui  agissent  dans  iesautrescolonnes, 
et  par  conséquent  que  cette  colonne  doit 
être  la  plus  courte. 


CHAPITRE    XL 

De  r  équilibre  des  parties  d!une  planète 
composée  de  différens  fluides  quon 
suppose  ne  pouvoir  pas  se  mêler. 

§  LXVI. 

TJ  ANS  un  amas  de  plusieurs  Jluïdes 
supposés  parvenus  à  leur  état  d'équi' 
libre  ,  la  surface  qui  termine  le  fluide 
supérieur ,  et  celles  qui  séparent  les  dif- 
férens fluides    intérieurs   doivent   être 
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telles  y  quen  tous  leurs  points  elles 
soient  perpendiculaires  à  la  direction 
de  la  pesanteur. 

Il  est  bien  aisé  de  voir  d'abord  ,  que  la 
surface  extérieure  PEve  doit  être  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  pesan- 
teur, puisque  dans  la  planète  composée 
de  différens  fluides  ,  comme  dans  celle 


^f_E 


qciî  est  homogène ,  chaque  particule  M 
de  la  surface  coulerait  ver£  l'endroit  où 
serait  la  pente,  n  elle  ne  pesait  pas  dans 
une  direction   perpendiculaire  au  plan 

tangent  en  M. 


i3o  FIGURE 

Pour  démontrer  que  les  surfaces  in- 
térieures qui  séparent  les  diffère n s  fluides 
doivent  avoir  la  même  propriété  ,  re- 
présentons-nous un  canal  OQRS  qui 
joigne  deux  points  O,  4$*,  de  la  surface 
PEpe ,  et  qui  soit  tel  que  les  deux  bran- 
ches OQ ,  SB.  se  terminent  à  U  même 
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couche  QJÎ ,  ia  troisième  branche  étant 
placée  le  long  de  la  surface  de  cette  cou- 
che :  qu'on  suppose  ensuite  la  branche 
ÇjR  ou  infiniment  peu  enfoncée  dans  le 
fluide  inférieur  ,  ou  infiniment  peu  éle- 
vée dans  le  fluide  supérieur  ;  ii  est  cer- 
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tain  que  le  poids  de  OQ  et  celui  deSR^ 
n'en  changeront  ptts  sensiblement ,  mais 
le  poids  de  RQ  serait  très  -  différent , 
s'il  y  avait  dans  la  surface  RQ  une  force 
qui  poussât  ou  vers  R  ou  vers  Q.  Donc 
il  faut  que  la  direction  de  la  pesanteur  soit 
perpendiculaire  à  la  surface  QRHK  , 
afin  que  le  canal  OQRS  puisse  être  en 
équilibre  ,  et  par  conséquent  pour  que 
le  sphéroïde  entier  puisse  conserver  une 
forme  constante. 

§  LXVII. 

Lies  conditions  qui  déterminent  les 
lois  de  pesanteur  y  dans  lesquelles  les 
planètes  composées  de  différens  fluides 
peuvent  conserver  une  forme  constante  ^ 
sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  a  don* 
nées  pour  les  planètes  homogènes. 

Puisqu'un  canal  quelconque  rentrant 
en  lui-même  doit  être  en  équilibre ,  et 
que  dans  chaque  couche  le  fluide  ne 
peut  pas  manquer  d'être  homogène  ;  il 
est  clair  qu'aucune  loi  de  pesanteur  ne 
saurait  convenir  à  l'équilibre  de  la  pla- 
nète  composée    de    différens  fluides  , 
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qu'elle  ne  convienne  aussi  à  réquilibre 

de  celle  qui  serait  homogène. 

Pour  démontrer  ensuite  l'inverse  de 
cette  proposition  ,  c'esl-à-djre  qu'une  loi 
de  pesanteur  qui  conviendra  à  l'équilibre 
des  planètes  homogènes  ,  conviendra 
aussi  à  l'équilibre  des  planètes  compo- 
sées de  diffërens  fluides  ;  on  remarquera 
que ,  puisque  dans  cette  loi  de  pesanteur  , 
les  canaux  rentrans  en  eux  -  mêmes  et 
contenus  dans  une  même  couche  quel- 
conque ,  seront  en  équilibre ,  il  faudra 
nécessairement  que  deux  tuyaux  G//, 
Ï^K  ,  terminés  par  les  deux  surfaces 
d'une  même  couche  ,  soient  de  même 
poids  ;  or  si  les  poids  des  tuyaux  FG , 
ML  j  GH  y  LKy  etc.  ^  sont  respective- 
ment égaux  ;  il  s'ensuit  qu'un  canal  quel- 
conque FGHKLM  qui  traversera  tant 
de  fluides  qu'on  voudra,  sera  toujours 
en  équilibre.  Donc  ,  etc. 

§    LXVIIL 

On  pourrait  démontrer  assez  facile- 
ment les  vérités  précédentes ,  en  se  ser- 
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vant  du  principe  employé  dans  le  cha- 
pitre V.  Supposons  toujours  qu'une  pla- 
nète homogène  soit  partagée  en  une  in- 
finité de  couches  de  mveau  ,  c'est-à-dire 
de  couches  dont  les  surfaces  sont  eu 
tous  leurs  points  perpendiculaires  à  I?i 


directîou  de  la  pesanteur  :  on  a  vu  que 
l'équilibre  du  fluide  demandait  que  la 
force  de  la  pesanteur  en  un  point  quel- 
conque N  d'une  couche ,  fût  eu  raison 
renversée  de  l'épaisseur  NT  de  la  cou- 
che en  ce  point  ,    parce  que  delà  suivait 
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une  pression  égale  dans  tous  les  points 
du  fluide  compris  sous  cette  couche  ; 
or  il  est  clair  que  si  on  changeait  la  den- 
sité d'une  couche  sans  changer  ni  sa  figure 
iii  ia  force  de  la  pesanteur  ,  il  arriverait 
que  le  fluide  compris  sous  cette  couche  , 
serait  toujours  également  pressé  dans 
tous  ses  points  ,  quoique  cette  pression 
ne  fût  pas  la  même  qu'auparavant:  donc 
Téquilibre  sera  conservé  dans  une  pla- 
nète^ si  on  laisse  toutes  les  couches  ho- 
mogènes ,  ou  si  on  les  prend  de  diffé- 
rentes densités,  pourvu  cependant  que 
les  couches  les  plus  denses  soient  tou- 
jours sous  celles  qui  le  sont  moins. 

§    LXIX. 

Ainsi ,  lorsque  la  loi  de  la  pesanteur 
sera  donnée ,  et  qu'on  se  proposera  de 
trouver  la  figure  que  doit  prendre  un 
amas  de  différens  fluides  qui  tournent 
autour  d'un  axe,  il  faudra  simplement 
calculer  la  figure  que  la  même  masse  au- 
rait prise ,  si  elle  avait  été  entièrement 
homogène- 

Si  on  veut   trouver  ensuite  la  figure 
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d'une  surface  quelconque  HKR  qui  sé- 
pare deux  des  fluides  de  la  p^nnète  ,  il 
n'y  aura  qu'à  faire  abstraction  de  toute  la 


matière  supérieure  â  cette  snrFace  ,  ek 
chercher  la  figure  que  doit  prendre  la 
masse  fluide  HKR^  considérée  comme 
eeuler 

§  LXX. 

Tl  n'en  est  pas  de  même  dans  l'hypo- 
thèse où  la  pesanteur  tst  produite  pai 
l'attraction  de  la  matière  j  car  alors  si  la 
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planète  est  composée  de  différens  fluides , 
la  loi  de  la  pesanteur  n'est  pas  la  même 
que  si  la  planète  était  homogène  ,  et 
par  conséquent  la  surface  PEpe  doit 
se  trouver  différente  dans  les  deux  cas. 
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De  plus,  chaque  surface  LTG  ne  doit 
pas  se  trouver  la  même  qu'elle  serait,  si 
on  ôtait  la  couche  PEpeLTG  qui  est 
placée  au-dessus ,  à  cause  que  l'attrac- 
tion de  cette  couche  doit  entrer  dans 
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l'expression  de  la  pesanteur  des  parties 
de  la  masse  LTG, 

S   LXXI. 

Au  reste,  dans  cette  hypothèse,  sans 
connaître  la  courbe  PEpe  ,  ni  les  courbes 
LTG,  KQH,  c'est-à-dire  sans  con- 
naître la  loi  de  la  pesanteur ,  on  peut 
très-bien  prouver,  cependant,  que  cette 
loi  ne  peut  manquer  d'être  une  de 
celles  qui  conviennent  à  l'équilibre  des 
fluides  ;  je  veux  dire ,  qu'il  est  aisé  de 
s'assurer  qu'une  masse  composée  de  dif- 
férens  fluides  ,  dont  toutes  les  parties 
tournent  autour  d'un  axe ,  et  s'attirent 
réciproquement  comme  une  fonction 
quelconque  de  la  distance,  peut  avoir 
une  forme  qu'elle  garde  constamment.  Il 
ne  faut ,  poui  en  voir  la  raison  ,  que  se 
rappeler  ce  qu  on  a  tu  au  chapitre  II ,  et 
employer  les  mêmes  raisonnemens  qu'au 
S  LXVII. 

§    LXXII. 

On  peut  reconnaître  par  ce  qui  vient 
d'être  établi ,   l'erreur  de  quelques  au- 
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teurs  ,  qui  voulant  diminuer  Texpression 
que  la  théorie  donne  pour  le  rayon  de 
l'équateur  d'une  planète  ,  supposent  que 
les  colonnes  de  fluide  qui  vont  du  centre 
à  la  surface  ,  sont  d'autant  plus  denses  , 
qu'elles  sont  plus  voisines  de  1  equateur  ; 
car  il  est  clair ,  par  ce  qui  précède ,  que 
deux  fluides  d'inégale  densité  ne  sau- 
raient être  à  côté  l'un  de  l'autre ,  mais 
qu'au  contraire  ,  ils  doivent  se  placer 
de  manière  que  le  plus  pesant  soit  le 
plus  proche  du  centre ,  et  que  la  surface 
qui  les  sépare  soit  toujours  coupée  per- 
pendiculairement en  tous  ses  points  ^ 
par  la  direction  da  la  pesanteur. 
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CHAPITRE    XII. 

Manière  d'employer  la  mesure  actuelle 
des  dcffrés  du  méridien  et  des  Ion." 
gueurs  du  pendule  à  secondes  ,  à  la- 
recherche  de  la  loi  suivant;  laquelle 
agit:  la  gravité. 

§  LXXIII. 

C>iOTvKAi55ANT  par  observatîon  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes  dans  un 
grand  nombre  de  lieux  de  la  terre  ,  il 
est  facile  d'en  former  une  table  qui 
donne  la  mesure  de  la  pesanteur  pour 
toutes  les  latitudes  possibles.  Connais- 
sant ensuite  la  figure  de  la  terre  par  la 
mesure  des  degrés  du  méridien  pris  à 
différentes  latitudes  ,  on  en  tirera  (*)  ce 
dont  la  force  centrifuge  a  altéré  la  force 
delà  gravité,  c'est-à-dire  qu'on  saura, 
tant  la  force  avec  laquelle  les  corps  tom- 
beraient vers  la  terre ,  si  elle  ne  tournait 

(*)  Voyez  la  solution  de  ce  problème  donnée 
pai  M.  Maupertuis,  pag,  i8a  de  la  figure  de  la 
Tirre  déterminée,  etc. 
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pas  ,  que  la  direction  suivant  laquelle  ils 
seraient  poussés  ,  dans  la  même  supposi- 
tion. Mais  ce  ne  sera  point  là  encore 
connaître  la  loi  de  la  giavité .  car  Tex- 
pression  de  c^tte  force  doit  donner  non- 
seulement  sa  mesure  sur  la  surface  de  la 
terre  ,  mais  dans  un  point  quelconque 
pris  au-dedans  ou  au-dehors  de  la  terre. 
Or  il  est  évident  qu'on  peut  trouver  une 
infinité  d'expressions  pour  la  force  d©  la 
gravité  en  un  point  quelconque  JN  qui 
deviendront  la  valeur  observée  de  cette 
force  en  M,   lorsqu'on  fera  CS  et  SN 
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égales  à  CQ  et  à  QM,  Ainsi  c'est  un 
problème  indéterminé ,  que  de  tirer  des 
observations  la  loi  de  la  gravité,  même 
en  supposant  ces  observations  parfaite- 
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ment  exactes  j  mais  si  on  ne  peul  pas  , 
comme  dans  les  problèmes  déterminés , 
en  trouver  une  solution  qu'on  puisse  dé- 
montrer être  l'unique ,  on  peut  du  moins , 
à  Taide  de  la  théorie  précédente  ,  par- 
courir les  hypothèses  les  plus  naturelles 
qui  puissent  quadrer  avec  les  observa- 
tions ,  et  en  exclure  d'autres  auxquelles 
on  se  serait  peut-être  arrêté  par  la  simpli- 
cité qu'elles  ofFrent. 

§LXXIV. 

Par  exemple  ,  de  la  seule  différence 
des  déférés  mesurés  en  France  et  en  La- 
ponie ,  on  peut  conclure  que  la  gravité 
n'agit  pas  suivant  la  ligne  tirée  au  centra 
delà  terre;  car  je  vais  faire  voir  que, 
quelle  que  fût  la  loi  suivant  laquelle  les 
corps  tussent  poussés  vers  le  centre  de  la 
terre  ,  le  rapport  des  axes  ne  pourrait  ja- 
mais être  qu'environ  celui  de  676  à  677. 
Or  ce  rapport  diffère  tellement  de  celui 
de  177  à  178  que  donnent  les  mesures 
actuelles ,  qu'on  ne  saurait  accorder  ces 
mesures  avec  la  supposition  de  la  gravité 
dirigée  vers  le  rentre  ,  sans  supposer  dans 
les  observations   des  erreurs   beaucoup 
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plus  grandes  que  celles  qui  peuvent  s'y 

être  glissées. 

Pour  démontrer ,  que  lorsque  la  gra- 
cité  a  partout  pour  direction  la  li^ne 
tirée  au  centre^  les  axes  ne  sauraient 
être  entr  eux  dans  une  raison  plus  g  rande 
que  celle  de  676  à  677  :  nous  nous  rap- 
pellerons que  nous  avons  vu ,  §  XIV,  que 
le  fluide  ne  pouvait  être  en  équilibre  dans 
cette  hypothèse  ^  que  lorsqu'il  n'entrait 
dans  l'expression  de  la  force  de  la  gravité 
que  la  seule  distance  au  centre.  Cela 
posé,  soit  CP  Taxe,    CE  l'équateur,  et 


E   P 


la  courbe  KL  ,  celle  dont  les  ordonnées 
leprésenlenl  la  force  de  la  gravité  pen- 
dant que  ies  abscisses  désignent  les  dis- 
tances au  centre  Si  on  prend  6)c?=:  CP^  il 
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€st  clair  que  l'espace  EpkK  exprimera  la 
différence  du  poids  de  la  colonne  CP 
au  poids  de  la  colonne  CE ,  en  supposant 
que  la  force  centrifuge  n'agit  point  sur  la 
colonne  CE.  Que  ^F maintenant  repré- 
sente la  force  centrifuge  en  ^  ,  le  trian- 
gle EFC  exprimera  ce  que  la  force  cen- 
trifuge doit  diminuer  du  poids  de  la  co- 
lonne CE  :  donc  afin  qu'il  y  ait  équi- 
libre dans  les  colonnes  CE  ,  CP ,  il  fau- 
dra que  EpkK  =  EFC  ,  c'est-à-dire  à 
cause  de  la  petitesse  de  EF,  qu'il  faudra 

que  -~  soit  ,  à  très-peu  de  chose  près  ,  la 
moitié  de  -rr7>   ;  mais   EF  est  environ 

iLn. 

-gg  de  EK,  Donc  ,  etc. 

§  LXXV. 

Supposons  maintenant  ,  que  la  gra- 
Tité,  au  lieu  d*agîr  en  tous  les  lieux  sui- 
vant la  ligne  tirée  au  centre ,  eut  tou- 
jours pour  directiuii  les  perpendiculaires 
à  une  même  courbe  :  on  pourrait  tirer 
dea  observations,  non-seulement  la  na- 
ture de  cette  directrice  de  la  pesanteur , 
mais  iâ    ioi    suivant  laquelle   les  corps 
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seraient  poussés  dans  tous  les  points  in- 
térieurs de  la  terre.  Car  de  la  figure  du 
méridien  et  des  pesanteurs  observées , 
ou  tirerait  la  direction  de  la  gravité  en 
chaque  point  de  la  surface,  et  il  serait 
facile  ensuite  d'en  tirer  la  nature  des 
courbes  perpendiculaires  à  ces  direc- 
tions. De  plus  ,  par  le  §  XX-KV,  on 
verrait  que  la  gravité  ne  pourrait  être  ex- 
primée que  par  une  fonction  des  distan- 
ces à  ces  courbes.  Ainsi  le  problème 
serait  déterminé. 

§  LXXVl. 

Exemple  pour  le  rapport  des  axes  , 
et  pour  la  variation  de  la  pesanteur , 
qui  résultent  des  observations  faites  en 
France  et  en  Laponie, 

Supposant  ainsi  que  dans  les  ouvrages 
où  ces  opérations  sont  détaillées  ,  que 
le  méridien  PE  soit  une  ellipse  dont 
les  axes  aient  entre  eux  la  raison  de 
177  à  178  (*)  ;  et  que  la  force  de  la  gra- 
vité ,  qui  agit  en  un  point  quelconque  M 

(*)  Degré  du  méridien  entre  Paris  et  Amiens, 
p.  Kj. 
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suivant  la  perpendiculaire  MK  au  mé- 
ridien décroisse  depuis  P  jusqu'en  K 
proportionnellement  au  quarré  du  co- 
sinus de  la  latitude;  la  diminution  totale 

étant  de  -^  C*)  : 


Je  dis ,  que  si  on  prend  KL  j=  -^  QM 
CtCF=:CiP(i4-4-)î 


Î2DD' 


(*^  Pag.  181  de  ia  fig.   de  la  Terre  dérermi 
née,  etc. 

10 
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1**.  Iji  droite  ML  sera  sans  erreur 
sensible  ta  direction  de  la  gravité  en  M 

a^.  U ellipse  PF  et  les  courbes  gui  au- 
ront la  même  développée ,  seront  les 
directrices  de  la  gravité. 


Pour  prouver  le  premier  de  ces  deux; 
points  ,  je  commencerai  par  faire  remar- 
quer ,  que  si  KL  et  MK  sont  dans  le 
même  rapport  que  la  force  centrifuge 
et  la  pesanteur  en  M ,  ML  doit  être  la 
direction  de  la  gravité  ;  or  si  MK  ex- 
prime la  pesanteur  en  M^  il  est  clair,  vu 
la  petitesse  de  la  force  centrifuge,  qu*on 
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ne  commettra  point  d  erreur  sensible  en 
prenant  pour  la  force  centrifuge  en  ^  , 
la  283«'"«  partie  de  CE  ;  donc  KL  ou  la 
force  centrifuge  en  iWsera  la  288*"»  par- 
tie de  QM. 

Pour  voir  ensuite  que  la  courbe  PGF 
qui  coupe  perpendiculairement  toutes 
les  directions  de  la  gravité,  est  à  très- 
peu  de   chose  près  une  ellipse  dont  le 

grand  axe  Ci*"  surpasse  le  petit  CP  de  -^, 

on  fera  attention  que  de  la  nature  des 
ellipses  ,  telles  que  PE  qui  diffèrent  peu 
du  cercle ,  il  suit  que  CK  est  en  même 
raison  à  QM,  que  ;iCE  —  aCPà  CP. 
Cela  posé  ,  la  question  sera  réduite  à 
prouver  que  CL  est  en  même  raison  à 
GTy  que  zCF  —  2CP  k  CP -,  c*est-à. 
dire  dans  la  raison  de  2  à  255  ;  raais  par 

la  construction  CZ  =  -c^  (  QM)  ,  et  par 
conséquent=-v^(  GT)  ,   puisque   MQ 

et  GT  peuvent  être  prises  Tune  pour 
l'autre  en  cette  occasion.  Donc  ,  etc. 

Soit    maintenant  RI  la  courbe  que 
nous  avons  appelée  le  noyau  ^  dans  le 
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^XXXIIf ,  c'esl'à-dire  ]a  dernière  de 
t:outes  les  ovales  qui  ont  la  njéme  dé- 
veloppée que  l'ellipse  PF )  on  trouvera 


de  le  manière  suivaaie  la  fonction  de  la 
distance  à  cette  courbe ,  qui  exprime  la 
gravité  en  un  point  quelconque  de  Tin- 
tërieur  de  la  terre - 

p  exprirnsnt  \a  pesanteur  an  p6le,  on 
aura  par   les  observ*».tious  du  per)dul« 

^  î  ^  ^VoàjcW^  )  p*"""'*  ^^  pesanteur  en  M, 
c'eat-à-dîre  pour  h  force  ^ui  agit  suivant 
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MK  ;  mais  la  gravité  en  71/ est  à  la  pesan- 
teur au  même  lieu  comme  ML  à  MK  ^ 

c  est-à-dire  comme  i  -i — ôs-^^n  a  j  :  donc 

la  gravité  en  M  aura  pour  expression 

que  de  mettre  à  la  place  de  QAf ,  sa  va- 
leur en  AIO. 


Pour  trouver  cette  valeur  de  QMj  on 
remarquera,  i°que  OG  ou  son  égale -F/ 
rayon  oscukteur  de  Tellipse  PF  en  F , 

a  pour  valeur   (  i  —  -^  )  CP,  2°,  Que 

MG  est  à  EF ,  dans   la  même  raison 
que   QM*  à  CP' ,  de  là  on  tirera  que 

MO=^CPi.-^^+  ^^ )  et  pat- 

substitué  dans  l'expression  précédente  de 
la  gravité ,  donnera 

pour  îafonccion  cherchée  de  MO  ow  fl'e 
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la  distance  au  noyau  RI ,  suivant  la- 
quelle agit  la  gravité ,  dans  la  suppo- 
sition que  cette  force  a  pour  direction 
les  perpendiculaires  MO. 


A  Cause  que  MO  diffère  très-peu  de 
CPy  on  pourrait  facilement  trouver  dif- 
férentes fonctions  de  A/O  qui  feraient 
le  même  effet  que  la  précédente  ;  par 

3q2         CP* 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  examiner  d'au- 


DE    L  A.   TERRE.  î5t 

très  h^rpothèses  de  granité  parmi  celles 
où  celte  force  ne  dépend  pas  de  la  figura 
de  la  terre  ,  parce  que  tout  ce  que  nou» 
avons  dit  suffît  pour  trouver  dans  tous 
ces  cas ,  si  l'hypothèse  qu'on,  a  choisie 
convient  aux  observations  et  à  l'équilibre 
des  fluides. 


THEORIE 

DE  LA  FIGURE 

DE  LA  TERRE. 

SECONDE  PARTIE. 

Détermination  de  la  Figure  de  la  Terre 
et  des  autres  Planètes  ,  dans  la  sup- 
position  que  toutes  leurs  parties  s'at- 
tirent  réciproquement  en  raison,  ren- 
versée du  quarré  des  distances» 

XjorsqueM.  Newton  cherche  le  rap- 
port des  axes  de  la  terre  ,  il  commence 
par  supposer  qu'elle  est  un  sphéroïde 
elliptique.  Par  cette  supposition  ,  et  par 
quelques  propositions  établies  dans  le 
premier  livre  de  ses  principes  y  il  lui  est 
aisé  de  calculer  la  gravité  des  parties  in- 
térieures de  la  colonne  qui  va  du  pôle  au 
centre»  Employant  les  mêmes  proposi-* 
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lions  et  une  nouvelle  supposition  qui  est 
permise  lorsque  l'ellipse  diffère  peu  du 
ctrcle  ,  il  trouve  avec  la  même  facilité 
la  gravité  des  parties  intérieures  de  la 
colonne  qui  va  de  l'équateur  au  centre. 
Il  n'a  plus  besoin  alors ,  que  d'égaler  la 
différence  du  poids  de  ces  deux  co- 
lonnes, à  la  somme  des  forces  centri- 
fuges des  parties  qui  sont  dans  la  co- 
lonne de  l'équateur ,  pour  déterminer  le 
rapport  des  axes  ,  qu'il  trouve  être  celui 
de  229  à  a3o. 

Mais  comme  ce  rapport  est  entière- 
ment fondé  sur  la  supposition  que  la 
terre  a  la  forme  d*un  sphéroïde  ellip- 
tique ,  on  ne  saurait  y  compter  ^  qu'on  ne 
se  soit  assuré  auparavant  que  cslte  sup- 
position a  lieu  ,  ou  bien  qu'elle  ne  sau- 
rait produire  qu'une  erreur  insensible  en 
cette  occasion.  Cependant  M.  Newton, 
bien  loin  d'avoir  démontré  que  la  terre 
était  ou  approchait  d'être  un  sphé- 
roïde eUiptique ,  n'a  pas  seulement  af- 
firmé qu'elle  l'était.  Il  semble  qu'il  a  cru 
qu'à  cause  que  la  terre  ne  s'éloignait  pas 
considérablement  d'un  globe ,  il  revenait 
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au  même  de  regarder  le  méridien  comme 
une  eiJipse  ,  ou  comme  une  autre  courbe 
peu  différente  du  cercle  j  ce  qui  n'est 
point  du  tout  arbitraire. 

Quoiqu^il  en  soit,  M.  Newton  n'ayant 
point  démontré  cette  supposition  ,  j'aî 
cherché  les  moyens  de  reconnaître  si  en 
effet  elle  était  légitime ,  et  je  suis  par- 
Tcnu  (*)  à  en  prouver  la  vérité  ;  d'où  il 
résulte  que  la  grandeur  des  axes  et  celle 
du  pendule  qui  bat  les  secondes  à  l'é- 
quateur  et  au  p^le,  déterminées  dans 
l'ouYrage  de  M.  Ne^vton  ,  sont  exactes  , 
en  supposant ,  comme  lui ,  que  le  sphé- 
roïde soit  homogène. 

Au  reste  ,  comme  la  longueur  du  pen- 
dule et  le  rapport  des  axes  donnés  par 
M.  Newton  ,  ne  s'accordent  pas  avec 
les  observations  que  nous  avons  faites 
enLaponie,  j'ai  abandonné  la  supposi- 
tion de  l'homogénéité  de  la  terre  ,  et 
j'ai  cherché  sa  figure ,  en  supposant  quelle 
fût  composée  d'une  infinité  de  couches, 

(*)  J'en  ai  donné  la  démonstration  er  1737» 
dans  les  Transactioas  Philosophiques. 
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dont  les  densités  variassent  suivant  une 
loi  quelconque,  depuis  le  centre  jusqu'à 
la  surface. 

J'ai  donné  ,  en  ijZ8  ,  dans  les  Tran- 
sactions philosophiques,  la  solution  de 
ce  problème  ,  en  supposant  que  les  cou- 
ches fussent  toutes  des  courbes  sembla- 
bles ,  et  j'ai  montré  que  ces  courbes  de- 
vaient être  encore  des  ellipses.  Depuis 
ce  temps>là ,  ayant  examiné  plus  à  fond 
les  principes  d'hydrostatique  sur  les- 
quelles ma  solution  était  fondée  ,  j'ai 
reconnu  qu'elle  ne  pouvait  être  bonne  , 
qu'en  supposant  que  le?  parties  inté- 
rieures de  la  terre  eussent  été  originaire- 
ment solides ,  parce  que  les  conditions 
que  demande  l'équilibre  des  planètes 
composées  de  différens  fluides  ,  ne  per- 
mettent pas  que  les  couches ,  c'est-à-dire 
les  courbes  qui  séparent  ces  différens 
fluides  ,  soient  des  courbes  semblables  ; 
j'ai  cherché  alors  quelles  étaient  les  figures 
qu'il  fallait  donner  à  chacune  de  ces  cou- 
ches ,  et  j'ai  trouvé  qu'elles  devaient 
être  encore  des  ellipses  ;  mais  avec  cette 
différence;  qu'au  lieu  d'être  semblables. 


j5S  figure 

elles  devaient  être  d'autant  plus  apla- 
ties ,  qu'elles  étaient  plus  loin  du  centre  ; 
les  aplatissemens  suivant  une  loi  qui 
dépend  de  la  diminution  de  la  densité 
depuis  le  centre  jusqu'à  la  surface. 

Pour  rendre  ma  théorie  plus  géné- 
rale ,  je  ne  me  suis  pas  restreint  à  sup- 
poser que  les  parties  intérieures  des  pla- 
nètes ont  été  originairement  fluides  ,  et 
qu'elles  se  sont  arrangées  suivant  les  lois 
de  l'hydrostatique  :  j'ai  supposé  aussi 
qu'elles  avaient  été  de  tout  temps  so- 
lides ,  alongées  ou  aplaties  à  volonté , 
et  j'ai  déterminé  la  figure  que  devait  avoir 
la  surface  des  planètes  dans  toutes  ces 
hypothèses.  Dans  cette  recherche  ,  j'ai 
eu  besoin  de  quelques-uns  des  problèmes 
que  j'avais  donnés  dans  mon  Mémoire 
des  Transactions  Philosophiques  ;  ainsi 
on  les  retrouvera  ici,  mais  exposés  plus 
généralement  et  plus  clairement. 

Si  j'ai  cherché  la  figure  de  la  terre,  dans 
toutes  sortes  d'hypothèses  de  densité  , 
ce  n'était  pas  seulement  dans  la  vue  de 
comparer  la  théorie  de  l'attraction  avec 
les  mesures  du  nord  ,  je  voulais  avoir 
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une  démonstration  de  l'article  du  livre 
des  Principes  Mathématiques  de  la  Phi- 
losophie naturelle  ,  où  M.  Newton  con- 
clut dea  observations  faites  à  Corée,  à 
la  Guadeloupe ,  etc.  ,  que  la  terre  devait 
être  pluû  aplatie  qu'elle  ne  le  serait ,  si 
elle  étaii  homogène  ;  mais  je  n'ai  pas 
pu  parvenir  ,  quelles  que  fussent  mes  ten- 
tatives, à  être  d'accord  avec  lui  sur  ce 
point  :  j'ai  trouvé  ,  au  contraire  de  ce  que 
cet  illustre  auteur  avance  7  que  la  terre 
devait  être  d'autant  moins  apKirie  ,  que 
le  raccourcissement  du  pendule  du  pôle 
à  l'équateur  était  plus  considérable. 

Quoique  toute  cette  seconde  Partie 
ait  pour  objet  de  déterminer  la  figure 
des  planètes ,  lorsque  leurs  parties  sont 
hétérogènes  ,  et  que  le  cas  de  i'homo- 
généité  ^  'en  tire  oar  une  seule  substitu- 
tion ,  j'ai  jugé  à  propos  de  traiter  en  par- 
ticulier de  la  figure  des  sphéroïdes  ho- 
mogènes, et  d'abandonner  ma  méthode, 
quant  à  ces  sphéroïdes  ,  pour  suivre 
celle  que  M.  Mac  Laurin  vient  de  don- 
ner dans  son  eÀcelleutTraité  des  fluxions. 
Ctitte  méthode  m'a  paru  si  belle  et  si  sa- 
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vante ,  que  j'ai  cru  faire  plaisir  à  mes  lec- 
teurs de  la  mettre  ici. 

Je  n*ai  pas  entièrement  suivi  M.  Mao 
Laurin  dans  les  démonstrations  de  ses 
propositions ,  et  dans  la  manière  de  s'en 
servir  pour  déterminer  les  axes  des  pla- 
nètes ,  parce  qu'en  quelques  endroits  la 
théorie  que  j'ai  établie  sur  les  fluides 
me  dispense  de  quelques  lemmes  dont 
il  a  besoin ,  et  que  dans  d'autres  ,  j'ai 
cru  que  l'analyse  paraîtrait  plus  claire 
que  la  synthèse. 
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CHAPITRE    I. 

De  lajîguredes  Planètes,  lorsque  leurs 
parties  sont  supposées  homogènes. 

§1. 

Soient  aM AN  ,  HRQS  ,  deux  ellipses 
semblables  ,  G  leur  centre  ,  kiSi^  QH , 
leurs  grands  ou  leurs  petits  axes  ,  MQN 
une  perpendiculaire  à  laxe  Aa ,  QR 
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une  ligne  faisant  un  angle  quelconque 
ai'ec  QH  ,  NK  une  parallèle  à  <  ette 
ligne  ,  et  NL  une  autre  ligne  ,  faisant 
avec  NZ  prolongement  de  QN  ,  l'angle 
LNZ  égal  à  r  angle  KNY  ;  il  s'agit  de 
prouver  que  KN  -f-  NL  =  2  QR. 


Qu*on  imagine  que  toute  la  figure 
soit  projetée  orthogonalement  sur  un 
plan  quelconque  ;  il  est  clair  que  dans 
la  nouvelle  figure ,  ii  faudra  que  la  somme 
des  lignes  qui  répondront  à  KJS  et  à 
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LiV,  soît  ëgaîe  au  double  de  h  ligne  ré- 
pondanr  A  QR.  Supposons  maintenant, 
que  le  plan  sur  lequel  on  projette  la  figure 
ait  Tinclinaison   convenable  pour   que 


les  ellipses  AMalS  ,  (^KS  ,  deviennent 
des  cercles  ,  la  question  sera  réduite 
à  prouver  que  KN  4-  T-^7^  =  2  /ÎQ 
dans  le  cas  du  cercle  .  or  c'e^t  ce  que 
la  géométrie  élémentaire   peut  prouver 

si  facilement  ,  que  nous  ne  nous  y  arrA» 
terons  pas. 
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Si  on  abaisse  des  points  R^  K y  L  \es 
perpendiculaires,  RX  y  ICi'  ,  LjZ  ^  on 
aura  2.RX:=:  KY-^LZ. 

§  ni. 

ïl  est  évident  que  si  Tangle  RQH 
^tait  tel ,  que  le  point  L  fût  entre  A  et 


TV,  on  aurait  KN  —  NL  =rr  Q.QR  ,  et 
partant  KY^ZL^  2RX. 


n 
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S  IV. 


Supposant  que  BT  el  bt  soient  deux 
pyramides  quelconques  semblables  ,  el 
que  toutes  leurs  particules  aient  une 
force  d'attraction  <]ul  agisse  en  raison 


•a 


rem'ersée  du  quarré  des  distances ,  les 
corpuscules  placés  en  B  et  en  b  seront  au- 
tires  par  des  forces  qui  seront  prcpor- 
tionnelles  auoc  dimensions  semblables 
BT,  bt  de  ces  pyramides.  De  plus,  si 
BG  ,  bg  sont  des  droites  semblablement 
placées  par  rapport  auoa  deucc.  pyrami-' 
des  ,  les  parties  des  attractions  qui  agi- 
ront  suii'antces  directions  ,  seront  aubsl 
dans  la  même  raison  de  BT  à  bu 


DE    LA    TERRE. 


i63 


IjCs  niémes  choses  étant  posées  que 
dans  /e  §  I ,  si  on  imagine  que  le  plan 
MANa  tourne  autour  de  MN  en  faisane 
un  angle  infiniment  petit ,  les  deux  so- 
lides infiniment  minces  qui  seront  pro' 


duits pendant  ce  niouoement  par  les  el- 
lipses AMaN  ,  QB  HS  ^  exerceront  la 
même  attraction  dans  la  direction  Qa  ; 
le  premier  sur  un  corpuscule  placé  en  N  , 
le  second  sur  un  corpuscule  placé  en  Q . 
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Ayant  mené  QS  égale  à  QR ,  et  par 
conséquent  parallèle  à  AZ*  ,  on  suppo^se- 
ra  les  droites  ,  iÇ  ,  rQ  ,  kN ^  IJS' ,  jnunU 
luent  proches  des  premières  SQ,  FiQ , 
/vu!V  ,  LA  et  menées   dans  les  mômes 


conditions  ,  on  tirera  ensuite  par  les 
points ,  /t,  *y,  AT ,  Z, ,  les  droites  Fif  ,  S7  , 
KXf  l^  ,  perpendiculaires  à  l'axe,  et 
terminées  par  les  lignes,  Qr.  Q^,  i\'/r, 
N/. 

Cela  fait ,  on  remarquera  que  ces  pe- 
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tites  droites  Rf ,  Sj  ,  A'x  »  -^^^^  seroar 
proporlionnelies  aux  droites  QR,  QS  , 
JSK,  NL. 

On  remarquera  encore  ,  que  les  pe- 
tites droites  ou  arcs  infiniment  petits  dé- 
crits par  les  poin'.s  /î  ,  i$' ,  A  ,  /*,  pen- 
dant le  mouvement  infiniment  petit  du 
plan  AMaN  aulour  de  MQN ,  doivent 
être  proportionnels  aux  rayons  RX , 
SP'f  KYy  LiZ  f  et  par  conséqner.L  que 
les  petites  pyramides  décrites  par  les 
trianj;les  Q/î/  ,  Sqir ,  KNx,  LNx  ,  se- 
ront semblables. 

De  là  et  du  §  IV,  on  tirera  qne  les 
attractions  de  toutes  ces  pyramides  sur 
les  corpuscules  N  et  Q  étant  décompo- 
sées suivant  la  direction  Qa,  les  parties 
qui  en  viendront  seront  proportionnelles 
aux  mêmes  lignes  RX ,  iS'/-"^  AK,  LZ, 
Or  nous  avons  vu,  §  II  ,  que  S'f^-{- 
JiX  ou  2SV  =z  A  K  H-  J^Z  ;  donc  l'ai- 
traction  des  deux  pyramides  RQf  et 
SQ7^  suivant  j-ia  .  et  celle  des  deu::  py- 
ramides KNy^  tlLNh ,  suivant  )a  même 
direction  seront  égaies.  Donc  les  deux 
solides  inllniment    minces   produits  par 
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le  mouvement  des  deux  secteurs  d'el- 
lipse jRQiS\  KISL  exerceront  la  même 
force  sur  les  corpuscuies  <^  et  iV  dans 
la  direction  Qa, 


Il  est  évident  que  ce  raisonnement 
aura  lieu  tant  que  les  lignes  QR  et  QS 
donneront  pour  leurs  parallèles  KN  et 
NL  des  droites  renfermées  dans  le  même 
segment  ;  mais  lorsque  QR  et  RS  seront 
arrivés  à  l'inclinaison  nécessaire  pour 
taire  passer  NL  dans  le  segment  MN^i  , 
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il  faudra  employer  ce  qu'on  a  établi  dan» 
le  J^  ni ,  et  l'on  verra  que  les  attrac- 
tions des  pyramides  dont  est  composé 
le  solide  produit  par  la  rt'voiiilion  de 
MAN  y  étant  retranchées  des  attrac- 
tions des  pyramides  qui  leur  correspon- 
dent dans  le  solide  produit  par  MaN , 
le  reste  sera  encore  égal  aux  attractions 
des  p.yramides  correspondantes  dans  le 
solide  produit  par  Tellipse  RQS  ,  et 
par  conséquent  ,  que  les  attractions  to- 
tales que  les  solides  produits  pnrses  deux 
ellipses  entières  exercent  sur  les  cor- 
puscules N  et  Q  suivant  Qa  ,  seront  les 
mêmes. 

§  VI. 

Si  on  imagine  par  le  point  Q  une  l;gne 
quelconque  Q(j  qui  soit  dans  le  plan 
élevé  sur  Aa  perpendiculairement  au 
plan  AMa\  il  est  évident  que  l'attrac- 
tion sur  le  corpuscule  Ç  suivant  la  di- 
rection Oq  ,  et  l'attraction  sur  le  cor- 
puscule iV  suivant  la  direction  parallèle 
à  Q-? ,  seront  égales. 
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S    VII. 


Soient  PEpe  ,  QFqf  deux  sphéroïdes 
elliptiques  semblables .  C  leur  centre  » 
Pp  ,  Qq  leurs  aaces  de  ré\^olution.  Si  on 
mène  par  Q  la  perpendiculaire  MQm  à 
Pp  ,  eL  quon  décompose  suivant  la  di- 
rection parallèle  <i  Pp,  la  force  avec  /a- 
quelle  un  corpuscule  M  oi/  m  serait  at- 


tiré par  le  sphéroïde  PMEpm  ,  la  force 
qui  en  résultera  sera  égale  à  celle  que 
le  sphéroïde  QFqf  exercerait  sur  un 
corpuscule  placé  en  Q. 
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Si  par  la  droite  MQni  on  fait  passer 
un  plan  quelconque ,  on  verra  par  les 
propriétés  des  sections  coniques  ,  que  les 
deux  ellipses  que  ce  plan  coupera  dans 
les  deux  sphéroïdes  seront  semblables. 

Donc  si  on  mène  par  MQm  une  in- 
finité de  plans  différens ,  les  deux  sphé- 
roïdes seront  partages  en  une  infmité 
d'élémens ,  qui  seront  dans  le  même  cas 
que  les  solides  qu'on  a  examinés  dans  les 
§  V  et  YL,  c'est-à-dire,  que  l'attraction 
que  chacun  des  élémens  de  Tellipsoïde 
QFçf  exercera  sur  le  corpuscule  Q  sui- 
vant la  direction  Q(f  f  sera  égale  à  celle 
de  Télément  correspondant  de  l'ellip- 
soïde PMEpem  sur  le  corpuscule  M , 
ou  m  suivant  une  ligne  parallèle  à  Qq. 
Donc  la  somjne  totale  des  attractions 
de  tous  les  élémens ,  ou  les  attractions 
des  deux  sphéroïdes  seront  les  mêmes. 

S  vni. 

Soient  encore  deux  sphéroïdes  sem^ 
hlables  PEpe  ,  HRhr;  si  on  mène  main.- 
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tenant  par  R  ,  MRtt»  parallèle  à  Taxe  , 
je  dis  €fue  V aLtraction  que  le  corpuscule 
M  OM  xn  souffrira  de  l'ellipsoïde  pEPe 
Suivant  la  direction  perpendiculaire  à 
Pp  ,  sera  égale  à  celle  guun  corpuscule 
placé  en  R  souffrira,  du  sphéroïde  RHrh. 


En  partageant  les  deux  sphéroïdes  en 
mie  infinité  il'élémens  par  des  plans  qui 
passent  par  MRm  ,  on  verra  encore 
que  toutes  les  tranches  seront  des  solides 
semblables  à  ceux  dont  il  a  été  parlé  dans 
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le  §  V.  Donc  leurs  attractions  suivant 
Rr  seront  les  mêmes;  donc  celles  des 
deux  sphéroïdes  le  seront  aussi. 

SIX. 

La  Jigure  du  sphéroïde  elUpti(jue  est 
celle  que  doit  prendre  une  masse  de 
fluide  homogène  qui  tourne  autour  d  un 
axe ,  afin  que  toutes  ses  parties  soient 
en  équilibre. 


Soit  imaginé  un  sphéroïde  quelconque 
PEp  autour  de  Taxe  Pp.  La  question 
se  réduit  à  prouver  que  ce  sphéroïde 
peut  tourner  dans  un  temps  tel  que  la 
force  centrifuge  d'une   particule  quel- 
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conque  Mdf^là  ?uriar«  ,  ♦^lant  r:OTnbinee 
avec  l'attraction  que  le  fphéroïde  exerce 
sur  la  mène  particule  Àï  ,  on  ail  pour 
force  composée,  une  force  A/^  dont  ia 
direction  soit  perpendiculaire  à  Tellipse 
en  AI.  Car  si  cette  condition  est  obser- 
vée ,  nous  avons  yu  (i**^*^  part.  ^XU.  ) 


que  toutes  les  parties  du  sphéroïde  ne 
peuvent  pas  manquer  détre  en  équi- 
libre 

Soient  l'attraction   à  l'ëquateur. . .  .jE 

la  force  centrifuge  au  mèrne  lieu F 

l'attraction  au  pôle. , P 

Par  le  §  VII,  l'attraction  en  M  dé- 
compoi.éft  iîuivant  MR  ,  sera  la  même 
qu'au  pôle  Q  d'un  sphéroïde  bemblable 
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à  PME  qui  aurait  CQ  pour   demi-axe. 

Donc  P  X  7^  sera  la  force  Mr  qui  tire 

iW parallèlement  à  l'axe. 

Par  le  §  VIII ,  l'attraction  au  même 
lieu  M  suivant  M(^ ,  sera  la  même  qu'à 
l'ëquateur  R  d'un  sphéroïde  dont  CR 
serait  le  demi  -  diamètre  de  l'équateur. 


CR         „      MO 
—  ouEXy'^ 

tion  de  M  suivant  MO. 


Donc  Ex  jr^ou  E  X  -^  sera  l'attrac- 


Mais  F  X  ^  sera  la  force  centrifuge 

en  M.  Donc  (E  —  F)  -^  sera  la  force 

totale  Mi/ ,  qui  tirera  M  perpendiculai- 
rement à  l'axe. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de 
savoir  si  en  quelque  lieu  de  PME  que 
soit  placé  le  point  M ,  la  perpendicu- 
laire MG  peut  toujours  être  le  prolonge- 
ment de  la  diagonale  M^  du  rectangle 
Mqgr ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  si 
on  peut  toujours  ayoir  M  ri  Mq-=:.  OG  : 

Mqou 
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*■    ^  CP*  CE  ^  ^ 


/^:  -^*X  CQ: 


MQ^y  mais  cette  proporiion  se  réduit  à 

E---F:  P=:CP    CE 

dans  laquelle  il  n'entre  aucune  li^nequi 
désigne  la  position  du  point  M  ;  donc 
le  sphéroïde  sera  en  équilibre, pourvu  (jue 
sa  rotation  sejasse  dans  le  temps  néces- 


saire pour  que  la  force  centrifuge  F  qui 
en  rézulte ,  soit  celle  que  demande  lé' 
(juation 

(E-~F)CE;=:CP  xP. 

§X. 

Soit  AX.  une  pyramide  dont  la  hase 
infiniment  petite  X  ,  est  perpendiculaire 
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aucôùé  KD.L" attraction  que  cette  pyra- 


mide exerce  sur  le  corpuscule  A ,  suivanù 
ladirection  donnée  Kh^apour  expression 

■j-^  (Cosin.  DAB),  le  rayon  étanC  i. 

§xr. 

Trouver  Vattraction  quun  sphéroïde 
quelconque  aplati  PEp  exerce  sur  un 
corpuscule  placé  au  pôle  P« 


PL^I., 


M  et  m  élanl  deux  points  quelconques 
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infiniment  proches  dun  des  méridiens, 
et  AIR  la  perpendiculaire  abaissée  do 
M  sur  l*m  ;  si  on  fait  faire  un  mou- 
vement infiniment  petit  au  plan  PEp 
autour  de  l'axe  Pp  i  il  est  clair  que  PMR 


formera  pendant  ce  mouvement  une  pe- 
tite pyramide ,  qui  pourra  être  prise  pour 
un  des  élémens  quelconques  du  solide 
produit  par  Tellipse  PEp, 

Cela  posé  ,  soient 
l'angle  infiniment  petit ,  dont  se  meut 
le  pian  PEp =  ^ 

le  rayon  étant ■=  ' 

•^  PC^  i 

CE^m 
Tabscisse  PQ^s, 
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l'ordonnée  QM=.u 

le  cosinus  de  MPQ  ■=r=.  s 

\/  {^mm  —  I  )  ;:=  /» 

on  aura  ucl  pour  la  pefite  droite  décrite 
par  M,  pendant  le  mouvement  infini- 
ment petit  du  plan  PEMp  autour  de 
Pp^et  par  conséquent  uot  {MR) ,  pour 
la  petite  base  de  la  pjraraide  produite 
par  PMR. 

Donc   par  le   §  précédent  ,   on  aura 

PM^'''^  VT»^=^Ô'  P''''''  laitrac- 
tion  que  cette  pyramide  exerce  sur  le 
corpuscule  P  ,  suivant  la  direction  Pp, 

Présentement,  par  la  propriété  de  l'el- 
lipse  27/ï'Z  —  7»'  2*  =1-  u*^ 

et   à   cause    que  le   cosinus   de    AIPQ 

est  ~^f  lorsque  le  rayon  est  i  ,  on  trou- 
vera  ^=: 


|/'  {zz-j-  uu)' 


De  ces  deux  équations  ,  on  tirera  une 
valeur  de  u  en  s,  qui  étant  substituée 
dans  la  différentielle  précédente  ^  don- 


2^» 


_  2cim-s'Js 

nera -r-n 

12 
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dont  l'intégrale  doit  être  la  forée  avec 
laquelle  le  solide  produit  par  le  mouve- 
raent  infiniment  petit  de  l  tspâce  F EM, 


attire  le  corpuscule  P  suivant  Pp.  Pour 
intégrer  cette  quantité  ,  je  la  mets  sous 

cette  forme -^-  (,  "^^  —TT^) 

dont  l'intégrale  est  —^  (ns  —  ATns)  ^  ; 
faisant  ensuite  ^  =  1  dans  cette  expres- 

sion ,  j ai — —  {^n—^lln) 

pour  la    force  totale   avec    laquelle    le 


"*■  Les  denx  lettres  yjfT' placées  devant  une  quart- 
tité  quelconque  ,  dénotent  l'arc  dont  cette  quantité 
est  la  tangente  ,  le  rayon  étant  1. 
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corpuscule  P  est  attiré  par  le  solide  que 
l'ellipse  PËp  produit  en  se  mouvant  au- 
tour de  Pp,  c'est-à-dire  pour  l'attraction 
d'une  tranche  infiniment  mince  du  sphé- 
roïde, comprise  entre  deux  méridiens  ; 
or ,  comme  le  sphéroïde  entier  est  com- 
posé d'autant  de  tranches  égales  et  sem- 
blables à  celle-là ,  que  oc  est  contenu  dans 
la  circonférence ,  on  n'aura  qu'à  mettre  c 
au  lieu  de  et  dans  l'expression  précédente , 
et  l'on  aura 


»™  („  _  ATn) 


pour  la  quantité  T? ,  ou  Vattractlon  du 
Sphéroïde  sur  un  corpuscule  placé  au 
pôle. 

S  XII. 

Afin  d'employer  cette  valeur ,  on  se 
servira  de  la  suite  qui  donne  Tare  par  sa 
tangente ,  et  Ton  aura  ainsi 

ATnzsin  —  i  «»  -|-  1  n»  —  x  n'  -f  etc. 

faisant  alors m  z=^j  ^  ^ 

et  partant /»'  ?=  2/î  </^ -f- /• 
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l'expression  précédente  se  réduit  à 

<{a*il  serait  superflu  de  pousser  plus  loin  -, 
lorsque  Taxe  ne  diffère  pas  consldérable- 
meiu  du  diamètre  de  l'équateur. 

§  XIII. 

Si  on  suppose  ^  z=.  o  dans  cette  va- 
leur, on  aura  j  z  pour  l'attraction  qu'un 
globe  du  rayon  i  exerce  sur  un  corpus- 
cule placé  sur  sa  superficie» 

§  XIV. 

Trouver  C attraction  que  le  sphcroule 
PEpe  exerce  sur  un  corpuscule  placé  à 
Uîi  point  quelconque  E  de  Véquateur, 

Ayant  mené  EK  parallèle  à  CP^  si  on 
fait  passer  un  plan  quelconque  par  cette 
droite  ,  on  trouvera  que  la  courbe  qu'il 
formera  en  coupant  le  sphéroïde  ,  sera 
une  ellipse  semblable  à  l'elHpse  EPep. 
Donc  si  on  imagine  sur  EH  pris  égal  à 
Ppxxue  sphëre.  et  qii'on  suppose,  tiuit 
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cette  sphère  ,  que  le  sphéroïde ,  partagés 
en  une  infinité  d'élémens  par  le  moyen 
d'un  plan  qui  tourne  autour  de  RK  ,  il 
suffira  de  connaître  la  proiwrtion  entre 
l'attraction  d'un  des  élémens  de  la  sphère, 
et  l'attraction  de  Télément  correspondant 
du  sphéroïde ,  pour  savoir  la  proportion 
qui  est  entre  l'attraction  de  la  sphère  et 
celle  du  sphéroïde. 


Cela  posé ,  choisissons  pour  élém  ens  de 
la  sphère  et  du  sphéroïde  ,  ceux  qui  sont 
formés  entre  le  plan  EPep ,  et  le  plan  qui 
forme  un  angle  infiniment  petit  avec  lui  : 
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la  difficulté  ne  sera  plus  que  de  trouver 
l'attraction  qu'exerce  sur  le  corpuscule  E 
le  solide  produit  par  le  mouvement  infini- 
ment petit  de  l'ellipse  EPep  autour  de 
EK. 


Pour  la  résoudre  ,  soient  tirées  les  deux 
droites  quelconques  infiniment  voisines 
EN ,  En;  NK  perpendiculaire  à  EK , 
et  NL  perpendiculaire  à  NE. 

On  fera  ensuite .EC=m 

CP=:  I 

mm  —  1  =  nn 
EK  =  u 
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Tangle  infiniment  petit,  compris  entre  les 
deux  plans  qui  forment   rëlément  dont 

on  cherche  l'attraction =  a 

le  sinus  de  l'angle  NEC =  s 

on  aura  par  conséquent  a.z  pour  la  petite 
droite  décrite  par  le  point  N  pendant 
le  mouvement  infiniment  petit  de  l'el- 
lipse EPep  autour  de  EK.  Donc  la  base 
de  la  petite  pyramide  décrite  par  le  mou- 
vement du  triangle  EN  lu ,  aura  pour  va- 
leur (Lz  X  LN* 


Donc  par  Ie'§  X,  l'attraction  de  cette 
pyramide  sur  le  corpuscule  E  suivant  la 
direction  Ee ,  ou  ce  qui  revient  au  même^ 
Tattraction  de  la  pyramide  produite  par 

ENn ,  sera  az.  •^.  \/  (i  —  w)  qui  se 
réduit  à  oLzds, 


Présentement  par  Li  propriété  de  J'eî- 

iùTnz  —  za 
ipse ,  on  aura uu  ==■ 

*■        '  mm 

EK 
et  à  cause  que  le  sinus  de  NEC  est  ^^ 

on  aura s  -f-  — ; -, —  \ 
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De  ces  deux  équations ,  on  tirera  la 
valeur  de  2:  en  5  qui  étant  substituée 
dans  la  différentielle  précédente  ,  don- 

2m«  (  i  —  ss  )as 


nera 


1  -f-  nnss 


dont  l'intégrale    exprimera   l'attraction 


suivant  £e  ,  que  le  corpuscule  E  souf- 
frira du  solide  produit  par  le  mouvement 
du  secteur  NEe. 

Pour    intégrer  cette   quantité ,  on   la 
mettra  sous  cette  forme. 

/  m^           nds              mds  \     j  p*    .' 

a*    (  —    •   — T— Tl T    )     «iont    i  *"^^ 
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grale  ^oi(—^ATns — ^^    devient  aa. 

Ç^  ATn —  ^j  lorsque  J  =  i  >  et  ex- 
prime Tattraction  du  solide  produit  par 
le  mouvement  infiniment  petit  de  la 
demi  ellipse  Epe  autour  de  EK. 


Si  on  reprend  ensuite  la  différentielle 

^ — ,  et  ou  on  y  tasse  wt  =  i , 

on  aura  aaids  —  zoLssds  dont  l'inté- 
grale sa  5 —  i  Ai*  devient  ^,  lorsque 

j  =  i ,  et  exprime  l'attraction  du  solide 
produit,  en  faisant  tourner  autour  de  EK 
le  demi-cercle  décrit  sur  EH»  Donc  le 

rapport  de  g  aàs*  (~  ATn  —  — ^V 

c'est-à-dire  celui  de  i  à-(^,AT/i — ^\ 

exprime  le  rapport  demandé  entre  les 
attractions  des  élémens  de  la  sphère 
et  du  sphéroïde,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  entre  les  atlractions  que  ces 
deux  corps  entiers  exercent  sur  le  cor- 
puscule placé  à  Téquateur.  Or  =  c  ex- 
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prime  (§  XIII  )  l'attraction  de  la  sphère; 
donc  eii  multipliant  l'expression  précé- 
dente par  ^  c,  on  aura 

pour  la  quantité  E  ou  T attraction  du 
sphéroïde  sur  un  corpuscule  placé  à  lé- 
quateur, 

§  XV. 

Si  comme  dans  le  §  XII,  on  met  au  lieu 
àeATn  sa  valeur  en  suite,  et  qu'où  fasse 

y7î=:  X  -J-cT, 
il  vient 

S  xvr. 

Si  on  suppose  que  le  sphéroïde  pré- 
cédent soit  fluide,  et  qu'il  tourne  au- 
tour de  son  axe  dans  le  temps  nécessaire 
pour  qu'il  soit  en  équilibre ,  on  aura 
facilement   par  les  §§  IX,  XII  et  XV, 
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l'expression  de  la  force  centrifuge  à 
J'équateur  :  car ,  par  le  §  IX  ,  on  a 
P:£  —  F=i4-<^:i,  d'où  Ton  tire 

p 
Fz=  E ^T-T ,  dans  laquelle  substituant 

à  la  place  de  jB  et  de  -P  leurs  valeurs ,  il 
vient 

§    XVII. 

Connaissant  le  rapport  de  la  force  cen- 
trifuge à  la  pesanteur ,  trouver  le  rap~ 
port  des  aœes ,  le  sphéroïde  étant  sup- 
posé en  équilibre* 

Ennommant.  . <?> 

le  rapport  donné  par  l'observation ,  de  la 
force  centrifuge  à  la  pesanteur  sous  Té- 

quateur,  on  aura  cp  =  ^ ,,,  dans  laquelle 

substituant  pour  E  et  pour  F  leurs  va- 
leurs ,  il  viendra 
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d'où  l'on  tirera 

5  5 

'  '      I ^      '     2^4 

s    XVIII. 


—  ? —  ^  etc. 


Sur  un  sphéroïde  homogène  et  en 
équilibre^  la  force  de  la  pesanteur  ert  un 
lieu  quelconque  M  de  la  superficie ,  est 
proportionnelle  à    la    perpendiculaire 


PI      ^      i 


Par  le  corol.  5  de  la  proposition  XCI 
des  principes  mathématiques  de  la  phi- 
losophie naturelle,  l'attraction  qu'un 
corpuscule  placé  en  JE^  souffrirait  suivant 
//C,    serait    à  l'attraction  qu'un  autre 
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corpuscule  placé  en  M  souffrirait  sui- 
vant la  même  direction,  dans  la  raison 
directe  de  CM  à  CH.  De  plus  la  force 
centrifuge  en  M  décomposée  suivant 
CM ,  serait  à  la  force  centrifuge  en  H 
décomposée  suivant  la  même  direction , 
dans  la  même  raison  de  CM  à  CH. 

Donc  les  forces  qui  feraient  peser  les 
corpuscules  M  et  H  vers  C,  seraient 
entre  elles  comme  CM  à  CH.  Mais  puis- 
que le  sphéroïde  est  en  équilibre  ,  il  faut 
que  le  poids  de  la  colonne  CM  soit  le 
même  y  quel  que  soit  le  lieu  du  point  M. 
Donc  la  force  avec  laquelle  3/ pèse  vers 
C,  est  en  raison  renversée  de  la  distance 
MC. 

Si  on  remarque  présentement  que  ia 
pesanteur  en  71/ a  pour  direction  la  per- 
pendiculaire MZ  en  Af ,  et  que  la  force 
avec  laquelle  le  corpuscule  iV/ est  poussé 
vers  C ,  n'est  autre  chose  que  la  pesan- 
teur décomposée  suivant  la  direction 
MC^  on  verra  que  la  pesanteur  sera  en 
raison  renversée  de  MO\  CO  étant  la 
per[>€ndiculaire  abaissée  de   C  sur  MJZ 
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prolongée,  ou  ce  qui  revient  au  même  , 

NOC  étantle  diamètre  conjugué  de  CM. 


Mais  on  sait  par  les  propriétés  des  sec- 
tions coniques ,  que  le  diamètre  conju- 
gué CN  est  proportionnel  à  la  perpen- 
diculaire MZ^  et  que  le  produit  de 
MO  par  CN ,  c'est  à-dire  le  parallélo- 
gramme des  diamètres  conjugués,  est 
constant.  Donc  MZ  est  en  raison  ren- 
versée de  MO,  donc  la  pesanteur  en  M 
est  proportionnelle  à  MZ, 

§    XIX. 

Il  suit  de  là ,   que    si  on  nomme   le 
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sinus  de  la  latitude  de  M ce 

la  pesanteur  à  l'équateur 'TT 

€t  qu'on  suppose,  comme  dans  le  §  XII , 
que  le  sphéroïde  diffère  très-peu  d'une 
sphère,  la  pesanteur  en  un  lieu  quel- 
conque M  f  aura  pour  expression 

'7i'(  I  +  é'œx) 

qui  apprend  que  V augmentation  de  la 
pesanteur  depuis  léquateur  jusquau 
pôle  f  esù  proportionnelle  uu  carré  du 
sinus  de  la  latitude  ,  ou  ,  ce  qui  revient 
au  même,  que  la  diminution  de  lapesan- 
teur  depuis  le  pôle  jusqua  l'équateur  , 
est  proportionnelle  au  carré  du  cosinus 
de  la  latitude, 

S  XX. 

Détermination  du  rapport  des  axes 
de  la  terre. 

Supposant  d*abord  avec  tous»  les  au- 
teurs qui  ont  parlé  de  la  figure  de  la 
terre ,  que  la  force  centrifuge  à  l'équa- 
teur, soit  la  289™*  partie  de  la  force  de 

la  gravité;  j'ai  pour  ?>  j-jtk.    Substituant 
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ensuite  cette  valeur  de  (p  dans  les  deux 

5            5 
premiers  termes  ;  ^  -( -,  <p*  de  la  va- 
leur de  J^,  j'ai  J^^-J^(  i  -f--F^  )  , 
'  '                  ajo4  \  16100  / 

d'où  je  vois  qu'avec  le  seul  terme  7  <p  , 
on  détermine  le  rapport  des  axes  à 
-7; —  près ,  ensorte  qu'à  moins  qu'on  ne 

pût  être  sur  de  ne  s'être  pas  trompé  d'une 
quantité  plus  considérable  dans  le  rap- 
port -^-  de  la  force  centrifuge  à  la  gra- 
vité, il  serait  inutile  d'employer  les  au- 
tres termes  de  l'équation  cT  =  -^  cp  -+-  etc. 
S'il  y  a  donc  quelque  correction  à  faire 
à   la  valeur  ^--  que   nous    venons   de 

trouver  pour  J^,  il  faut  qu'elle  vienne 
du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la 
pesanteur.  Pour  avoir  ce  rapport  le  plus 
exactement  qu'il  est  possible,  voici  les 
élémens  que  j'emploie. 

I*.  La   longueur  du  pendule  qui  bat 
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les  seron<le3  à  Paris,  et  je  prends  pour 
cette  longueur  4  •<>  ?^  lignes  ,  suivant  ies 

observations  de  M.  de  ï.îairan,  ce  qui 
donne  *îi74/  '^  lignes  pour  l'espace  que 
Fa  pesanteur  fait  parcourir  à  un  corps 
d^ns  une  seconde  à  ia  latitude  de  Paris. 

:2®.  La  lonjjOeur  du  degré  du  méridien 
nosurc  tin  Laponie  par  MM  de  Mau- 
pertuis.  Camus  .  le  Mcnnier  et  moi .  ce 
degré  a  été  trouvé  de  ôy-iSS  toises  ,  ré- 
pondant à  la  latitude  de  66»  20'.  Voicî 
l'usage  que  je  Fais  de  ces  élémens. 

Gardant  les  m^mes  dénominations 
que  dan:s  le  g  XIX.  .  et  nommant  de 
plus  É  l'espace  parcouru  dans  une  se- 
conde à  la  latitude  dont  le  sinus  est  oc  , 
j'ai  par  le  même  §  XI X ,  €  (  i  —  tf'jcx} 
pour  l'espace  parcouru  dans  une  seconde 
à  l'équateur ,  je  substitue  ensuite  dans 

celte  valeur  pour  cT,  -5-  trouvée  précé- 
demment ,  pour  X  lé  sinus  de  la  latitude 
de  48"  5o' ,  et  pour  e,  1174»  1 1  lignes ,  et 

j'ai  6  ^1  —•~^, c'est-à-dire  3198,  yS  lig. 

i3 


pour  la  chute  d'un  coms  *  l'^^quaifeur 
pendant  une  seconde. 

Je  cherche  ensuite  que  doit  être  le  de- 
gré du  cercle  de  î^ëquareur ,  lorsque  D 
est  le  degré  du  méridien  à  la  latitude 
dont  le  sinus  est  /  ,  dans  un  spiit;roïde 
dont  Vèr.e  e5?t  à  réquatenr,  comme 
à  I  -(-  o  „  et  je  trouve  pour  ce  degii, 
i!)  (  i  —  ^^y*  -4-  2«r^  danp.  Jaquel!<^  j^ 
substitue  pour  D  ,  67438  toises  ;  pour  «T  , 

-=-  et  pourj^  le  sinus  delà  latitude  de  6c  ^ 

20';  j'ai  alors  67309  toi  jes  pour  îe  d<»gré 
du  cercle  de l'équateur  etparconsé^'aitit! 
7,54287  Hg.  pour  le  vsinus  verse  de  Tare 
qu'un  corps  placé  à  Téquateur  décrit  uan> 
une  seconde. 

Mais  on  vient  de  voir  qne  ce  mAme 
corps  décrit  31167  ,  76  îig.  dans  le  laême 
temps  ,  par  la  force  de  la  pesanteur  : 
donc  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à 
la  pesanteur  sous  réquoîeur  ,  doit  être 
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Soît  substituée  présent   .   «rrpt  cette  va- 

leui  de^  dans  la  valeur  de  ^\  on  aura  enfin 


/  = 
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qui  jiontre  que  le  rapport  des  axes  de 
la  tériôest  sans  aucune  erreur  sensible  , 
celu   de  a5o  à  aZi,  en  la  supposant  ho-> 


mogene. 


S  XXI. 

21  suit  de  I^  et  du  5  IX,  que  dans  la 
même  supposition  de  la  terre  homogène^ 
l'action  de  la  pesanteur  doit  être  plus 
petite  à  téquateur  quau  pôle  dans  la 
même  raison  de  aSo  à  a5 1  * 

S  XXII. 

Détermination  du  rapport  des  axes 
de  Jupiter, 

Pour  connaître  la  force  centrifuge  et 
la  pesanteur  A  l'équaieur  de  Jupiter ,  on 
a  besoin  du  tepnps  de  la  rotation  de  cette 
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planèie,  du  temps  de  la  lévoliuion  d'un 
de  ses  satellites  ,  et  du  rapport  qui  est 
en  ère  la  distance  de  ce  satellite  et  le  rayoi» 
de  l'équateur  de  cette  planète. 

Soit  le  temps  delà  rotation  de  Jupit«^r  .=r  t 
celui  de  la  lévolution  du  satellite  .  ,  =.  T 
le  rapport  de  la  distance  du  satellite 
au  rayon  de  l'équateur  de  Jupiler.  = /t 
En  supposant  qut  Jupiter  soit  réduit  à 

lin  globe  de  même  mnsse ,  on  aura  ^^- 

pour  l'expression  de  la  force  qui  retient 
le  satellite  dans  son  orbite  ;  et  Ton  pourra 
regarder  cette  expression  comme  très- 
exacte,  si  ou  se  sert  du  quatrième  satellite; 
car  la  différence  de  la  figure  de  Jupiter  à 
celle   d'un   globe ,  ne   peut  pas  causer 

— L_-  d'erreur  dans  la  détermination  de 

lOOOO 

k  force  avec  laquelle  il  agit  sur  ce 
satellite. 

Cela  posé,  il  est  l'uGile  de  trouver 
l'expression  de  la  force  centrifuge  à  Té- 
quateur  de  Jupiter^  car  on  sait  que  les 
forces  centrifuges  ,  ainsi  que  les  forces 
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Cv  ntrîj  ^le';  ,  sont  dans  les  cercles,  en. 
rr'soi)  directe  des  rayons  ei  en  raison  in- 
verse Ans  n  ..qrrés  des  temps  :   donc 

Mais  on  a  donné  au  J  ^VI ,  la  valeur 
de  i'  qne  (iemande  l'équilibre  du  sphé- 
roïde ;  égalant  donc  ces  deux  valeurs  ,  on 
lura 

soit  fait  présentement îTr-=  â 

et  l'on  tirera  de  l'équation  prérédente 

'  +  «^= '  +1  /3  +  ^li^  +g  .S'+  etc. 

valeur  du  rapport  des  axes. 

/Jnsi  il  n'est  plus  question  que  de  tirer 
des  observations  la  valeur  de  <p.  Dans 
cette  vue,  je  prendrai,  suivant  M.  Cas- 
sini,  pour  le  temps  de  Ja  rotation  de  Ju- 
piter   5g6'. 

Ensuite  d'après  M.Pdund,  pourladistanc*» 
du  quatrième  satellite  au  centre  deJupiter, 
mesurée  en  diamètres  de  Jupiter. .  26,  65^ 


et  pour  le  temps  de  la  révolution  de  ce 

satellite 'a^oW  . 

Ces  trois  nombrea  étant  julbîji.jt'^^pour 
i  ,  h  ,  et  T  dans  la  formule  pr^cédenie  , 
en  aura  pour  le  rapport  qui  est  «*nîrc 
l'ëquateur  et  Taxe  de  Jupiter ,  celui  do 


lOO 


CHAPITRE   II, 

Oà  Von  détermine  la  figure  i^uc  doit 
avoir  une  masse  de  fluide  qui  comn: 
un  sphéroïde  solide  ,  composé  d'une 
infinité  de  coucJies  de  différeni  e^  v'f  n- 
sites . 

xJans  ce  chapitre  et  dan«  ceu-:  ijmî 
le  suivent,  on  ne  se  propose  pas  d  -  ij^u 
ver  les  axes  des  sphéroïdes  par  u  ;  mt^  - 
ihode  rigoureuse  ;  mais  les  erreur;  <|\i\>iT 
pourra  commettre  en  îa  suivani  ,  serunl 
si  petites ,  qu'il  serait  superflu  de  puu^i'T 
plus  loin  l'exactitude.  Par  ex*  mple ,  en 
cherchant  les  axes  de  la  terie  (^ans  une 
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hypothèse  ou  leur  différence  doî-  é're 
d'environ  10  lieues,  on  pourra  se  trom- 
per d'une  quantité  auosi  peiile  parra^- 
r»?rt  A  10  lieues,  q.ie  10  Jieues  le  sont 
Dar  :apport  -  Taxe  de  la  terre.  On  sent 
b'ea  qu'il  serait  inutile  d'aJonger  beau- 
coup  Ig  calcul,  poMr  ne  pas  négliger  de 
^ar-illes  quantités. 

Quo'i^uâne  différence  telle  que  Celle 
r-M,  Psf  r  ii\i^  Taxe  et  le  diamètre  de  Té» 
«jUateur  soit  réellement  finie  ♦  je  la  nom- 
merai ici  infiniment  petite  et  je  la  trai- 
terai con  .-^^.e  on  ti^ait»»  ]r.    dit>érenuei]eï>. 

S   XXIiî. 

En  pr^  nantpour  la  valeur  de  Vattran- 
tion  'i  chatjuer,%rCiculo  de  matière  la 
masse  divisée  -par  le  quarré  de  la  dis- 
tance ^  je  dis  quun-3. sphère  composée  de 
couches  concentriques^  dont  les  densités 
aux  distances  r  du  centre  sont  exprimées 
par  II  Jonction  R,  zouercera  ^ur  un  cor^ 
^''Hs.  t  le  placé  lu  -ro  d'elle  à  la  di ,tance  e 
du  CL:  Cl" ,  a::  »  attraction  dont  la  valeur 

sera  — /Rrrdr,  lo  rnnport  de  la  ciicon^ 

jùcnce  au  rayon  étant  c. 


ncvKr 

2 

3 


De  ce  qut;  ;:;€  e\prlfiie  (  5  XÎII  )  l'at- 

«.ractlon  qu  une  sjîhere  homogène,  du 
rayon  et  d«  la  den  jlté  i ,  exerne  bu-  un 
corpuscule  placé  sur  sa  surface  ^  ii  s'en- 
suit qu'rtne  snhère  de  même  densae  et 
du  rayon  r,  attirerait  un  corpuscule  pla~ 
ce  à  la  distance  e  du  centre  avec  une 


icr 


force  qui  aurait  pouï  valeur  | —  ,  et  pat 

,                        icRrrdr  .  -^  \y  ^ 

consequpnt  que exprimerait  i  at- 

tractitr  qje  î'orbp!  sphérique  »  dont  la 
densité  serait  R.  le  rayon  r,  et  l'épaisseur 
dî  e.vcrcerair  sur  le  même  corpuscule. 
Donc  V  assemblage  de  tous  les  orbes  , 
c  est-à-dire  la  sphère   totale  ,   attire  ce 

corpubcule  avec  la  force  ^^/Rrrdr. 


§  XXIV. 

Soient  Rirî  un  cercle  ,  Y  ron  centre , 
AI  un  corpusfule  placé  hors  de  c  .  cercle , 
dars  la  perpendiculaire  MH  au  plar  du 
cercle.  q*uestinfinlnitsi::pfu  ècartéedeY^ 
je  dis  qvc  VaUt  action  que  le  ccrclf  Kirl 


r>E   LA    TTRRF 


;oi 


exerce  sur  le  corpuscule  M  ffans  la  direc 
//o/iHY,  sera  exprimée  par    •:•  — (Tj-wt- 

Ayant  tiré  ïe  dia^nétre  RHr  et  la  droite 
IHi  qui  lui  soit  perpendiculaire  ,  soit 
portée  la  figure  B.il  en  iZl ,  Tespace 
iZrl  Sbra.  la  seule  partie  du  cercle  RîrJ 
qui  attirera  le  corpuscule  Jil  ^iuivant  la 
direction  HV, 


Pour  savoir  Tattraction  de  ce  petit 
espace ,  nous  le  supposerons  partagé  en 
élémens  TtSs  ,  et  nous  aurons  pour 
Tatlraction  de  chacun  de  ces  élemens 
suivant  la  direction  tiV  ^   la  quantité 
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tégrale .  .: serit  1  attraction  de 

TZrS.  Mettant  ensuite  dans  cette  Ta. 
leur  II  au  lieu  de  Ç*^,  on  aura 

JHiRxaHr        1  HVxRH^  ,. 

pourlt- 


ifcfiR^ 


ou  -  c  X 


MR5 


traction  que  l'espace  îZIr,  ou  ce  qvi 


revient  au  même ,  le  cercle  entier  RirI , 
exerce  sur  M  dans  la  direction  HY» 
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I)  est  clair  que  si  la  courbe  RirX  y  au 
lieu  d'être  un  cercle ,  était  une  ellipse 
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dontles&xes  différassent  \r^  nn-  ul  i>'  ' 
Tun  deTautre,  ou  même  une  autre  courbe 
différant  infiniment  peu  du  cercle  ,  la 
proposition  serait  tou)Ourâ  vraie. 

S  XXVI. 

Soit  M  un  corpuscule  placé  à  une  dis* 
tance  quelconque  du  centre  C  d^un  sphé» 


roïde  elliptwue  KLkl ,  dont  Taxe  Kk 
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diffère  infiniment  peu  d-i  J>a>nbtre  de 
VéquaCeur  Ll.  Je  dis  que  VaLU  action  que 
ce  sphéroïde  eo-erce  sur  RI  ,  suLvûnt:  la 
direction  CX  perpendiculaire  ii  CM  .  cjt 

exprimée  par  -~.  —j^rfr^f  MX  étant  per- 
pendiculaire en  M  à  tellipse  PMEpe 
semblable  à  KLkl. 


Soient  tirées  du  point  M  deux  lignes 
quelconques    infiniment    proches  l'une 
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de  Vautre  MRS ,  Aïp'H  ,  et  des  points 
jR,  PjtS",  2  les  perpendiculaires  Rr-,  pp , 
Ss  j  XiT  au  diamètre  MCI;  il  est  évi- 
dent que  la  différentielle  de  l'atlraction 
qu'exerce»  suivant  CX,  la  tranche  du 
sphéroïde  renfermée  entre  les  plans  Rr  , 
Ssy  sera  l'atlraction  de  rclément  RrVo 
znoiiiS  celle  de  i'»^léinent  SsjI,  ,  puis- 
que le  second  lire  dans  la  direction  12 
contraire  à  la  direction  HiTâu  premier. 

Ayant  mené  ensuite  le  diamètre  ft  yC2 
qui  partage  en  deux  parties  égales  touie.** 
les  ordoii nées  Rr,  Ss  ,  on  aura  par  le 
5  XXIV ,  pour  les  attractions  des  deux 
élémens 

i  c.  II-.  H/..  RH'  et  -'  c.  ^.  li.Sl' 

Or  si  ou  remarque  que  MCjul  est  égal  à 
l'angle  que  C/a  fait  avec  la  perpendicu- 
laire à  l'ellipse  PME  en  a,,  et  qu'au  lieu 
de  l'angle  que  Cfx  lait  avec  la  perpendi- 
culaire en  ft  ,  on  peut  prendre  l'angle 
CMX ,  à  cause  que  fxJMC  diffère  infini- 
ment peu  d'un  droit,  et  que  pL  est  infini- 
ment près  de  M ,  on  verra  qu'au  lieu  de 

j^iv  ..      ex  CM 

IIY j  on  pourra  nieltre  y,-^,    -,  et  au  heu 


fidS 
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ex  CI 
lieu  de  IZ ,  —rXf  ^  où  Ton  aura  pour 

rattraction   des  deux  élémens  Rrptf  et 
i       ex  fHfr.CH.Hh sj^.crii  ^ 


CM  \       MR!^ 


'WT'  ) 


Pour  intégrer  cette  quantité,  je  re- 
garde l'ellipse  KLM  comme  un  cercle  , 
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ce  qii  est  ^jer  mis  alors  ;  j'ai  par-là  CH 

r~. —  SI  X   d(SI);  faisant  donc  ces 
substitutions  ,  et  remarquant  en  même 

temps  que  ^  =  ^  =  5g£ 

(  CG  étai^L  la  perpendiculaire  à  MRS  )  p 
il  vient  pour  la  quantité  à  intégrer 

Soit  fait  maintenant CMssze 

CNz=:r 
RGz=u 

on  aiira CG  =  \/  {rr —  uii) 

et SI-RH==.^t^ŒE^ 

e 

ainsi  la  différeniielle  précédente  se  chan- 
gera er 

c.  ^{r*  du--  5r*u^du  +  au^du) 

dont  Tin  té  g  raie 

exprimera  l'attracrion  saivant  CJC  de  la 
tranche  du    sphéroïde  renfermée  entre 
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les  plans  /?r,  Ss;  et  faisant  u  =  r  dans 

cette  intégrale,  elle  deviendra  ~,  £!:^'^I! 

Taleur  de  l'attraction  totale  du  sphéroïde 
KJSLkl  sur  le  corpuscule  M ,  sulvai.t 

ex. 


§.  XXVII. 

Si  an  lieu  de  l'attraction  suivant  CX j 
on  imaginait  une  Torce  suivani  CV  qui 
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fil  le  même  effet,  il  faudrait  que  cette 

rorce  fut  exprimée   par  ^  c  .   — rrr/s — » 

parce  qu'alors  décomposant  cette  força 
suivant  CJC,  elle  serait  la  même  que  la 
précédente;  et  quant  à  la  partie  de  cette 
force  ,  qui  agirait  suivant  CIV,  on  n'y 
ferait  point  d'attention,  à  cause  qu'elle 
serait  infiniment  petite  en  comparaison 
de  l'attraction  du  sphéroïde  dans  cette 
direction. 

S  xxviir- 


quaieur 


Supposant  çuitn  sphéroïde  iolide  , 
composé  d'une  infinité  de  couches  ellip- 
tiques infiniment  peu  aplaties  ou  alon* 
gées,  dont  les  densités  et  les  ellipticités 
sont  exprimées  par  des  fonctions  don» 
nées  de  la  distance  au  centre  y  soit  cou* 
vert  d'un  fluide  homogène ^  qui  tourne 

»4 
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avec  lui  dans  un  temps  tel  que  la  force 
centrifuge  soit  infiniment  petite  par 
rapport  à  lagra^'icé ;  on  se  propose  i'^  de 
démontrer  que  ce  fluide  étant  en  équi" 
libre ,  sa  surface  sera ,  à  un  infiniment 
petit  du  second  ordre  près  ^  celle  d*un 
sphéroïde  elliptique  ;  2*  de  détenniner 
les  rapports  des  axeSf  lorsque  celui  de  la 
pesanteur  à  la  force  centrifuge  sous  Ce" 
quateur  sera  donné. 


Soient  PBC  Ta^e  du  sphéroïde  et  de 
!a  rotation,  PME  la  surface  du  fluide 
supposé  en  équilibre,  BOF  celie  du  sphé- 
roïde solide,  AiVZ.,  knl  deux  ellipses  in- 
animent  voisines ,  qui  terminent  une  des 
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couches  quelconques  de  ce  sphéroïde  , 
CM  un  rayon  quelconque,  QM  l'ordon- 
née au  point  M ^  MX  la  perpendiculaire 
à  l'ellipse  PME  au  même  point ,  MTia 
perpendiculaire  à  l'ellipse  semblable  à 
KNL,  qui  passerait  par  M» 

Soient  de  plus CM  ■=.  x 

CO=za 

CN=r 

qM^q 

l'ellipticité  de  PE =<r 

celle  de  BF =  a 

celle  de  KL =^ 

la  densité  de  la  couche  KNLlitk. . .  =:  H 

k  densité  du  fluide  PBEF ==  i 

On  aura  par  conséquent  ....  CVz=z  a^cT 

Onauraensuite,parle§XXVI,^xC2* 

pour  Tattraction  qu'un  spbéroïde  KNL 
de  la  densité  i  exerce  sur  un  corpuscule 
placé  en  M,  Mais  si  au  lieu  d'imaginer 
que  le  corpuscule  M  soit  attiré  par  une 
force  qui  agisse  suivant  CX^  on  veut  qu'il 
soit  attiré  suivant  CV  par  une  force 
qui  fasse  le  même  effet ,  il  est  évident 
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(§  XXVII)  que  |  crKCS  ou  ^  oç/^p  sera 

cette  force. 

Prenant   ensuite    la  différentielle   de 
cette  quantité ,  en  faisant  ret  p  variables^ 


cette  différentielle  sera  Tattraciion  que 
la  couche  KJSLlnk  de  la  densité  i  exerce 

sur  M, 

Donc lcqfRd{r^p) 

exprimera  la  force  suivant  CV,  équiva- 
lente à  la  somme  de  toutes  les  attractions 
«uivant  C^des  différentes  couches  com- 
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prises  depuis  6*  jusqu'en  iV.  Et  par  con- 

fléquent  en  nommant D 

la  quantité  que  deYienty7?û?(/'^c},  lorsque 
rz=.a  et  pz=  CL, 

on  aura ^  cçD 

pour  la  force  totale  du  sphéroïde  BOP. 
suivant  Cp^, 

Quant  à  la  force  de  même  nature,  pro- 
duite par  l'attraction  du  fluide  PEFB  , 
elle  est  la  différence  des  attractions  des 
deux  sphéroïdes  PME.BOF  supposés 
tous  deux  de  la  densité  i.  Donc  si  on  fait 

dans  l'expression  générale  ~  cqfPid(r^p), 

iî=  i>  et  r  snccessivemenl  égal  à  i  et 
à  a,  ainsi  que  p  successivement  égal  â  cT 
Bt  â  a,  et  qu'on  prenne  la  diOérence  des 
deux  quantités  qui  viennent  par  ces  sub- 
stitutions ,  il   viendra  ^  cqS'  —  ^  cça^x 

pour  la  force  avec  laquelle  le  fluide  tire 
le  corpuscule  Af  suivant  Cf^. 

Présentement,  par  le  §  XXITI,  il  est 
clair  que  si  au  lieu  du  sphéroïde  PAIE 
composé  comme  il  est,  on  prenait  une 
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sphère  composée  de  couches  concen- 
triques qui  eussent  les  mérnes  densités 
aux  mêmes  distances  du  centre  ,  on  au- 
rait 2  c/Rrrdr  pour  l'attraction  ,  suivant 


B  Q  KK 


CMt  du  globe  dont  CM  serait  le  rayon , 

et  nommant , ^ 

ce  que  devient  yilrr«^r>  lorsque  rz=.a, 
on  aurait  ^cA  pour  l'attraction  du  globe 
dont  CO  serait  le  rayon ,  à  laquelle  ajou- 
tant ^  c  —  5  ca^ ,  valeur  de  l'attraction 
de  l'orbe  PBFE  supposé  sphérique,  on 
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aurait .    . .    icA  -f-  ^  c  —  ^ca? 

pour  la  force  totale  qui  pousserait  le  cor- 
puscule M  vers  le  centre  <?,  en  regar- 
dant le  sphéroïde  comme  un  globe. 

Or  comme  la  force  cenirifiîge  n'est 
supposée  ici  qu'une  infmiment  petite  par- 
tie de  la  gravité,  et  que  la  différence 
qui  serait  entre  l'attraction  du  sphéroïde 
PAIE,  et  celle  d'un  globe  de  même 
rayon,  ne  peut  être  qu'infiniment  petite 
par  rapport  à  Tattraction   du  globe  ;  il 

s'ensuit,  que  si cp 

exprime  le  rapport  de  la  force  centrifuge 
à  la  pesanteur  sous  l'équateur ,  on  aura 

2cA(p  -{-  5  C(p  —  ^  ca^p 
o  o 

pour  la  force  centrifuge  à  l'équateur ,  et 
par  conséquent  2cAq<p  -f'  =  c(^^  —  ;=  ca^qip 
pour  la  force  centrifuge  en  M\ 

Donc V  CijD  -f-  I  c/jJ"  — 

X  »  2  9 
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exprime  la  force  totale  qui  tire  Jl/dans 
la  direction  CV, 

Mais  l'équilibrfi  du  fluide  demande 
que  chaque  particule  M  de  la  surface 
du  sphéroïde  ,  soit  poussée  perpendicu- 
lairement à  cette  surface  j  donc  il  faut 


que  l'attraction  du  corpuscule  M  suivant 
MO ,  soit  à  la  force  qui  le  tire  suivant 
CV y  comme  CM  k  CV^  c'est-à-dire 
comme  \  k  a^cT.  Voyons  si  cette  propor- 
tion a  lieu,  et  si  elle  nous  peut  donner 
cJ\  c'est-à-dire  la  ligure  du  sphéroïde. 

Par  les  mêmes  raisons  qu'on  a  em- 
ployées en  cherchant  la  force  centrifuge, 
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on  pourra  prendre  encore  dans  cette  oc- 
casion ^cA  -}-  I  c  —  g  ca'  pour  l'expres- 
sion de  la  force  suivant  CM*  Donc  la 
proportion  à  vérifier  est 

^  cqa^OL  -h  2cAqp  -h  |  cq<p  —  |  ca^qp 
=  i  :  z^cT. 

Or  comme  la  lettre  ^  s  en  va  d*elle- 
méme,  et  que  c'est  la  seule  quantité  qui 
détermine  la  position  du  point  M ,  il 
s'ensuit  que  la  proportion  aura  lieu,  pour- 
vu qu'on  détermine  ^  convenablement. 
Cette  détermination  est  bien  facile i  car 
A,  Dya,  a  étant  des  quantités  données, 
îl  sufEt  de  changer  la  proportion  pré- 
cédente en  équation,  et  on  aura  tout 
de  suite 

Ainsi  reîlipse  PE^  déterminée  par 
cette  équation ,  sera  coupée  en  chacun 
de  ses  points  par  la  direction  de  la  pesan* 
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teur,  sous  nn  angle  qui  ne  différera  de 
l'angle  droit,  que  d'un  infiniment  petit 
du  second  ordre  ,  et  par  conséquent  la 
courbure  réelle  que  doit  prendre  le 
fluide,  pour  être  en  équilibre,  ne  diffé- 
rera du  sphéroïde  PEy  que  d'un  iniini- 
ment  petit  du  second  ordre. 

S  XXX. 

Apyilication  au  sphéroïde  homo^hne* 

Dans  ce  cas^  il  faut  faire  7Î  =  i  et 
jD  =s  J^,  A  =  cT,  et  partant ,  fRrrdr  =  ^  '^ 
et  fRd  (  r*  p  )  =  r^  ïT  ,  ce  qui  donne 
Az=i  g  a\  et  £)  =  a''^. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

5 

précédente ,  on  aura cT  =  7  ^. 

4 

Si  on  remarque  présentement  com- 
bien peu  cette  expression  diffère  de  celle 
qu'on  a  donnée  au  chapitre  précédent , 
§  XVII ,  et  dans   laquelle  on  a  poussé 
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l'exactitude  si  loin  .  on  verra  combien 
il  serait  superflu  de  vouloir  faire  attention 
aux  quantités  que  nous  avons  négligées 
dans  la  proposition  précédente. 

Application  au  sphéroïde  quon  sup- 
pose renfermer  un  noyau  solide  ^une- 
densité  homogène  ,  mais  différente  de 
celle  du  fluide  qui  C environne* 

Que  ï  ^/exprime  là  densité  du  noyau, 
en  gardant  les  mêmes  dénominations  que 
dans  le  §  XXIX,  on  aura 

Substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  Tex- 
pression  générale  de  «T ,  on  aura 

par  laquelle  on  trouvera  l'ellipticité  du 
sphéroïde  aussitôt  qu'on  aura  donné  des 
valeurs  à  a,  f ,  a..  Et  si  au  contraire  S" 
est  donné  par  observalion,  on  trouvera 
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facilement  des  suppositions  à  faire  pouf 
le  rayon,  pour  la  densité  et  pour  l'el- 
lipticité  du  noyau  intérieur ,  qui  pour- 
ront s'accorder  avec  la  figure  de  la  pla- 
nète. 

Car  on  n'aura  qu'à  prendre  à  volonté 
deux  des  trois  quantités  a , /",  a,  et  la 
troisième ,  trouvée  par  le  secours  de  l'é- 
quation précédente,  sera  nécessairement 
celle  que  demande  l'équilibre  du  fluide. 
Il  faudra  seulement  observer  dans  ces 
suppositions  , 

1°  Que  CL  soit  toujours  une  très-petite 
quantité,  c'est-à-dire  de  l'ordre  decT; 

12"  Que  a  soit  toujours  plus  petit  que 
l'unité  ; 

3"  Que  f  n'ait  jamais  de  valeur  né- 
gative plus  grande  que  l'unité. 

§  XXXII. 

Supposons  ,  par  exemple ,  que  la  pla- 
nète soit  plus  aplatie  que  dans  le  cas 
de  l'homogénéité ,  et  que  le  noyau  soit 
d'une  figure  semblable  à  celle  de  lapla- 

néte ,  on  aura  cT  =  et  =  ^  <P  (  ï-f-/')  i  P 
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désignant  un  nombre  positif  quelconque. 
Mettant  pour  cT  et  d  cette  valeur  dans 
la  formule  précédente ,  on  en  tirera 

/= =i 

ap  \  ■'    '    a  a 

qui  est  nécessairement  négative.  Ainsi, 
en  suivant  cette  hypothèse ,  le  noyau  de 
la  planète  doit  être  moins  dense  que  là 
matière  qui  l'environne. 

S  xxxfii. 

Conditions  cCoîi  il  résulterait  quune 
planète  serait  creuse* 

Dans  la  même  hypothèse  ,  si  p  est  un 
nombre  fini ,  et  que  a  ne  soit  surpassé 
par  Tunité  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  A^  on  aura 

P 

qui  montre  qu^aîors  la  planète  est  une 
calotte  infiniment  mince,  et  remplie 
d'une  matière  infiniment  rare. 
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Si  on  voulait  que  la  planète  fût  une 
calotte  dont  l'épaisseur  fût  une  quantité 
finie  et  que  le  milieu  lut  entièrement 
vide,  il  n'y  aurait  qu'à  résoudre  l'équa- 
tion 


et  prendre  pour  a  une  des  racines  posi- 
tives, plus  petite  que  l'unité. 

§  XXXIV. 

Si  on  veut  que  la  densité  du  novau 
soit  plus  grande  que  celle  de  la  planète , 

et  que  cT  >  ^  (p  ,  c'est  à- dire  que  le  sphé- 
roïde soit  plus  aplati  que  lorsqu'il  est 
homogène,  il  faut  que  a  soxt  >-  — ,  et 
a  plus  forte  raison^cT.  Car  si  on  substitue 
■^pour  et ,  dans  la  valeur  précédente 
àe^  (§  XXXI)  on  aura 

dont  le  second  terme  ne   saurait  être 
négatif,  que  y  ne  le  soit  aussi. 
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§  XXXV. 

Héflexions  sur  les  causes  y  qui,  suivant 
M.  Newton,  peui^ent  faire  que  la  Terre 
et  Jupiter  riaient  pas  les  aplatissemens 
que  sa  Théorie  donne. 

On  voit  par  le  §  précédent ,  que  si  on 
voulait  expliquer  comment  l'ellipticité 
de  la  terre  pourrait  être  plus  grande 
que  -^Tt  ^i  ^^  suivrait  pas,  ainsi  que 
M.  Newton  le  pensait,  d'augmenter  la 
densité  des  parties  voisines  du  centre,  car 
si  le  noyau  était  ou  sphérique ,  ou  sem- 
blable à  la  surface,  ou  même  plus  aplati , 
pourvu  que  son  elUpticité  ne  fût  pas  plua 

^'rande  que  —  ,  les  deux  axes  seraient 

entre  eux  dans  une  raison  moindre  que 
celle  de  aSo  à  aSi. 

De  la  même  manière,  on  voit  combien 
il  était  inutile  à  M.  Newton,  lorsque 
sa  théorie  lui  donnait  pour  Jupiter,  une 
ellipticité  moindre  que  celle  qui  résulte 
des  observations ,  d'aller  imaginer  que 
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l'équateur  de  cette  planète  étant  con- 
tinuellement exposé  aux  ardeurs  du  so- 
leil ,  était  plus  dense  que  le  reste  de 
la  planèie.  Il  n'avait  qu'à  supposer  sim- 
plement que  le  noyau  était  plus  dense 
que  le  reste  delà  planéle,  et  n'avait  pas 
une  ellipticité  qui  passât  les  bornes  que 
nous  venons  d'indiquer.  Par  là  il  aurait 
évité  de  faire  pour  Jupiter  une  suppo- 
sition qui,  si  elle  pouvait  avoir  lieu  dans 
la  nature ,  ne  devrait  pas  être  négligée 
dans  la  Terre.  En  effet,  pourquoi  la 
chaleur  du  soleil  condenserait-elle  tant 
l'équateur  de  Jupiter,  sans  agir  sur  ce- 
lui de  la  Terre?  On  verra  dans  le  cha- 
pitre suivant,  ce  qui  avait  engagé  M.  New- 
ton à  croire  que  lorsque  Vinlérieur  était 
plus  dense,  il  fallait  que  le  sphéroïde 
fût  plus  aplati. 

§  XXXVI. 

Conditions  qui  rendraient  une  pla-' 
nète  donnée» 

SI  on  voulait  expliquer  comment  une 
planète  pourrait  être  alongée,  sans  que 
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léquilibredeseavx  qui  la  couvrent  en  fût 
troublé  ;  on  le  pourrait:  t'acilement  à  Taide 
d'un  noyau  intérieur  qui  serait  lui-même 
alongé.  Car  il  est  clair,  par  la  valeur 
de -J' trouvée  au  §  XXXI,  que  si  et  est 

■ri  j  5     (û^f-Ui. 

negatil  et  plus  grend  que  ^^ — /, 

^  sera  négatif,  et  que  par  conséquent  le 
sphéroïde  sera  alongé. 

S  XXX vri. 

Réduction  de  l'éguation  générale  du 
§  XXIX ,  dans  le  cas  où  torbe  fluide 
qui  couvre  le  sphéroïde ,  est  supposé  in-^ 
finiment  mince. 

Si  on  suppose  que  la  profondeur  de 
la  mer  ne  soit  en  aucun  endroit  plus 
grande  que  la  hauteur  des  montagnes, 
il  est  évident  qu'on  peut,  sans  erreur 
sensible,  regarder  la  terre  comme  un 
sphéroïde  sans  inégalités,  couvert  d'une 
îame  d'eau  infiniment  mince.  Dans  cette 
hypothèse,  on  aura 


et  4î  rsî  I  ^ 
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ce  qui  changera  rétjuation  du  §  XXIX 

%ii\  iJcUe-ci 

par  laquelle  on  déterminera  Tellipticité 
du  sphéroïde ,  aussitôt  qu'on  aura  choisi 
la  loi  suivant  hiquelle  les  couches  varient, 
tant  en  eUipticité  qu'en  densité. 

Lorsqu'on  choisira  une  fonction  de  r 
pour  exprimer  la  valeur  de  |D«  il  faudra 
observer  que  S  y  entre  et  que  p  soit  £=  <^ 
lorsque  r  =  i.  H  faudra  observer  encore, 
comme  dans  le  §  XXIX,  que  cT  soit  tou- 
jours une  Irès-pelite  quantité ,  tant  que 
r  sera  entre  o  et  i ,  sans  quoi  les  calculs 
précédens,  fondés  sur  cette  supposition, 
n'auraient  plus  iieu. 

S  XXXVIII. 

On  tire  de  l'équation  précédente  ,  que 
si  la  densité  diminue  cofitinuellemanc 
depuis  le  centre  juscjuà  la  surface ,  le 
sphéroïde  sera  moins  aplati  <jue  dans 
le  cas  del homogénéité^  à  moins  que  VeU 
lipticitè  des  couches  ne  diminue  aussi 
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depuis  le  centre  jusqu  à  la  circonférence ^ 
eu  dans  une  plus  grande  raison  que  le 
carré  des  distances. 

Pour  le  faire  voir,  soitfaitp=«rr— — tsY 

la  question  sera  réduite  à  prouver  que  u 
étant  une  quantité  positive,  on  aura  tou- 

5 
jours  cT  ■<  -  <p,  ce  qui  se  fera  ainsi  : 
4  ^ 

On  substituera  la  valeur  précédenTe  de 
p  àdiXis  fRd  (Hp) ,  ce  qui  changera  cette 
quantité  en  '5>SjR.rrdr'-^S'uRr^'\'é'J'r^udft, 
et  donnera  par  conséquent  Z>  =z  SJ'^ 
—  SG ,  où  G  représente  ce  que  devient 
Rur* — fr'udR,  lorsque  r=  1  ,  et  est 
nécessairement  un^  quantité  positive  ,  à 
cause  que  dR  est  négatif  par  l'hypothèse. 

Qu'on  mette  présentement  la  valeur 
de  D  dans  l'équation  lOcTv/ — 2D=5A(p^ 

ou  la  réduira  k  J';== '^  ,  c'est- 

à-dire  /  <  2  ^« 


§  XXXIX. 

Usage  de  V équation  du  §  XXXVII, 
pour  résoudre  le  problème  donné  dans 
les  Transactions  Philosophiques,  n° 449» 
page  £92. 

Dans  ce  problème,  R=fr^'^gr^-^  etc., 
et  comme  toutes  les  couches  sont  sem- 
blables ,  on  a  p  =  (T. 

De  là  il  s'ensuit  que 
//{rr^r^^r^-^+g-f^/^-S-f-etc., 

et  partant,  ^^  ^-f-j^-f^tc.  ; 
il  s'ensuit  encore ,  que  fHd  (  r'p)  =3 
-^ h-ë^r — H-etc  ,ce  auidonne  Z)=r: 

suite  ces  valeurs  dans  Véquation  xoS'A-^ 
5jD=5-r4(p,  on  aura 

^ h  f4 h  etc. 
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équation  qui  revient  aa  même  que  celle 
que  j'ai  donnée  page  292,  n°  449  des 
Transactions  Philosophiques  ,  et  qui  , 
lorsque  f^g  iPi  fj  y  etc. ,  seront  choisis  à 
volonté  ,  donnera  aussitôt  <r,  ^  étant 
connu  par  robservation, 

S    XL. 

Application  de  t  équation  précédente 
à  quelques  Sphéroïdes  examinés  par 
M,  Mac  Laurin. 

Supposons  d'abord  que  le  sphéroïde 
soit  composé  de  couches  semblables, 
dont  les  densités  soient  proportionnelles 
aux  distances  au  centre ,  il  faudra  faire 
^  =  0  et  pz=i  dans  l'équation  précé- 
dente, et  elle  se  réduira  à  J^=5  (p,  qui 
donne  (  faisant  (p  =  -—^  )  pour  lo  rap- 
port des  axes  de  la  Terre ,  celui  de  19a 
à  igS. 

Supposons  ensuite  ^  =  5,  ^  étant  tou- 
jours zéro ,  on  aura  S=2<p ,  qui  montre 
que  ,  dans  cette  hypothèse,  la  Terre  au- 
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rait  ses  axes  dans  le  rapport  de  i44  ^  *45» 

Imaginons  maintenant  que  le  sphéroïde 
soit  composé  de  couches  semblables  , 
dont  les  densités  augmentent  eu  appro- 
chant du  centre,  et  soient  proportiou- 
Jielles  aux  dislances  de  ces  couches  à  un 
point  fixe  pris  hors  du  sphéroïde. 

Supposons ,  de  plus ,  que  la  distance 
de  ce  point  fixe  à  la  surface  du  sphé- 
roïde ,  soit  la  partie  n  de  la  distance  du 
même  point  au  centre  ;  il  est  évident  qu'il 
faudra  faire  dans  Téqualion  précédente 

/=ni"T'^  =  ^'  é'  =  — i>  7  =  1*  ce 

qui  la  changera  en  ^'=\<pQ~^' 

Le  premier  de  ces  trois  cas  est  celui 
que  M.  Mac  Laurin  a  considéré  dans 
les  articles  670,  671  ,  672,  GyS  de  son 
Traité  des  Fluxions,  et  le  rapport  des 
axes  de  la  Terre ,  que  celte  hjrpoihèse 
donne ,  est,  suivant  cet  auteur ,  celui  de 
aiSlà  216  l. 
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Le  second  cas  est  celui  dont  il  est  parlé 

à  la  fin  de  l'article  675 ,  et  le  rapport  des 

axes  qu'on  y  trouve ,  est  celui  de  22$ 

â  226. 

Le  troisième  cas  a  été  traité  par  M  Mac 
Laurin,  dans  les  articles  674,  675,  676, 
677,  et  le  rapport  que  cet  auteur  donne 
pour  rellipticité  du  sphéroïde  ,  est 

10/      n-f-3.rt-f-î>       S 
m  \iynn  4-  34"«  4-  46 /  * 

OÙ  il  faut  observer  que  ~  est  la  même 

*      m 

quantité  que  celle  que  je  nomme  ici  (p. 

Voilà  donc  de.''  résultats  entièrement 

différons  de  ceux  que  donne  la  théorie 

précédente.  La  raison  de  cette  différence 

vient  de  ce  que  j'ai  considéré  l'intérieur 

du  sphéroïde  comme  solide,  et  que  j'ai 

cherché  quelle  doit  être  la  figure  de  la 

surface,  afin  que  le  fluide  qui  la  couvre 

soit  en  équilibre;  au  lieu  que  M.  Mac 

Laurin  a  supposé  le  sphéroïde  fluide  , 

et  a  déterminé  le  rapport  que  devraient 

avoir  les  axes  ,   pour  que  les  colonne* 

qui  répondent  au  pôle  ef  à  l'équateur 
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fussent  de  même  poids.  Or,  que  le  sphé- 
roïde ait  été  originairement  /{uide  oa  non , 
il  est  certain  qu'après  le  durcissement 
des  parties  intérieures,  il  faut,  comme 
avant ,  que  la  surface  soit  coupée  per- 
pendiculairement en  tons  ses  points  par 
la  direction  de  la  pesanteur.  Donc  mon 
équation  doit  avoir  nécessairement  lieu  , 
pour  que  les  eaux  qui  couvrent  la  surface 
soient  en  équilibre.  Mais,  dira-t-on ,  pour- 
quoi celle  de  M.  Mac  Laurin  n*aurait-elle 
pas  lieu  aussi?  Est-ce  qu'il  ne  serait 
pas  possible  que  le  sphéroïde  eût  ëlé 
originairement  fluide,  puisque  l'équilibre 
des  colonnes  ne  donne  pas  la  même  équa- 
tion que  le  niveau  de  la  surface?  A  cela 
je  réponds  qu'il  est  possible  que  le  sphé- 
roïde ail  été  originairement  fluide,  mais 
que  les  couches  ne  pouvaient  pas  être 
semblables  alors  ;  on  verra  au  Chap.  IV 
la  figure  qu'elles  doivent  avoir  dans  l'hy 
pothèse  de  l'entière  fluidité  du  sphéroïde. 
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CHAPITRE    ÏIL 

Manière  de  déterminer  la  variation  de 
la  pesanteur,  depuis  l'éguateur  jus" 
quau  pôle  ,  dans  un  sphéroïde  corn  - 
posé  de  couches  dont  les  densités  et 
les  ellipticités  varient  d'une  manière 
cjueiconque  du  centre  à  la  sur/ace* 

S  XLI. 

Soient  KOL  un  cercle,  H  son  centre , 
/LtH  une  perpendiculaire  au  plan  de  ce 
cercle  i  ÎVIH  une  ligne  égale  à  fiH  et 


faisant  un  atigle  infiniment  petit  avec 
elle  :  je  dis  que  V attraction  que  le  cercle 
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KOL  exerce  sur  un  corpuscule  placé  en 
M ,  peut  être  prise ,  sans  erreur  sensUfle^ 
pour  l'attraction  ijue  ce  même  cercle 
exerce  sur  un  corpuscule  placé  en  fi.  : 
ou,  ce  qui  revient  au  même  f  que  ces 
deuoc  quantités  ne  différent  Vune  de 
l'autre  que  d'une  quantité  infiniment 
plus  petite  par  rapport  à  elles ,  que  fcM 
ne  l'est  à  l'égard  de  H/i. 


Pour  le  démontrer,  il  faut  faire  voir 
que  la  somme  des  attractions  que  deux 
corpuscules  K,  L^  placés  aux  extrémités 
d'un  diamètre  quelconque ,  exercent  sur 
le  corpuscule  M ,  peut  être  regardée 
comme  égale  à  la  somme  des  attractions 
que  les  mêmes  corpuscules  K ,  Li  exer-^ 
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cent  sur  le  corpuscule  jâ.  Or ,  sans  faire 
le  calcul  par  lequel  on  trouverait  l'attrac- 
tion que  K  exerce  sur  M ,  on  doit  com- 
prendre facilement  qu'elle  est  égale  à 
l'attraction  qu'il  exerce  sur  jx  plus  une 
quantité  infiniment  petite ,  dont  Mf/^  est 
un  facteur.  On  comprendra  ,  de  même  , 
que  Tattraction  de  Xj  sur  M  sera  égale  à 
celle  qu'il  exercera  sur  ft  moins  la  même 
quantité  infiniment  petite.  Donc  A-f-Zi 
exercera  la  même  atlraction  en  ^'I  et 
en  fjL  f  et  il  en  sera  de  même  da  cercle 
entier. 

S    XMI. 

Si  au  lieu  du  cercle  KOL ,  on  avait 
une  ellipse  ou  une  autre  courbe  dont 
les  diamètres  fussent  partagés  en  deux 
parties  égales  par  le  centre ,  il  est  évi- 
dent que  la  proposition  précédente  serait 
encore  yraie. 

S   XLIir, 

Si  un  cercle  et  une  ovale  dont  Vellip' 
ticité  est  irijiniment petite  y  ont  la  meriie 
superficie  et  le  même  centre  ,  je  dis  que 


l58  FIGURE 

leur  attraction  sur  un  corpuscule  placé 

au-dessus  du  centre,  sera  la  même. 

Car  si  on  retranche  du  cercle  et  de 
l'ovale  qui  a  la  même  superficie  ,  l'es- 
pace qui  leur  esr  commun  ,  les  restes 
eeront  des  figures  dont  la  largeur  sera 
infiniment  petite ,  et  dont  tous  les  points, 
par  conséquent,  seront  censés  à  la  même 
distance  du  corpuscule  attiré ,  qu'on  sup- 
pose placé  au-dessus  du  centre. 

Donc  Ta  (traction  ne  dépendra  que  de 
la  quantité  de  matière  ;  or  les  quantités 
de  matière  seront  égaies  par  la  suppo- 
«ition.  Donc,  etc. 

§   XLIV. 

Soit  PEpe  un  sphéroïde  elliptique  , 
dont  l'axe  de  révolution  Pp  diffère  in- 
finiment peu  du  diamètre  de  l'équateur; 
je  disque  V  attraction  que  ce  sphéroïde 
exerce  sur  un  corpuscule  placé  en  M. , 
est  la  même  que  celle  qu  exercerait , 
sur  le  même  corpuscule  ,  un  sphéroïde 
dont  N  serait  le  pôle ,  Ni\  laxe  de  ré- 
volution ,  et  la  quantité  de  matière , 
la  même  que  celle  du  sphéroïde  PEpe. 
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Imaginons  que  le  sphéroïde  PEpesoiX 
partagé  en  une  infinité  de  tranches  par 
des  plans  élevés  perpendiculairement  sur 
les  ordonnées  LK^  Ik  relativesau  diamètre 
NCn,  et  qu'on  Fasse  mouvoir  autour  des 
points /f,  h^  les  plans  de  toutes  ces  tran- 
ches, ensorte  qu'ils  deviennent  perpendi- 


culaires à  Nn.  L*angle  KHC  différant  in- 
finiment peu  d'un  an^le  droit  j  il  est  clair 
que  Je  solide  qu'on  aura  par  le  nouvel 
arrangement  des  tranches  ,  ne  différera 
du  sphéroïde  PEpe  p  que  d'un  infini- 
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ment  petit  du  second  ordte  et  qu'il 
sera  ,  par  conséquent ,  censé  avoir  la 
même  solidité. 

De  plus,  par  Je  §  XMI,  l'attraction 
des  tranches  KL,  kl  sur  le  corpuscule 
JW  sera  la  même,  soit  qu'elles  «oient 
infiniment  peu  obliques  au  diamètre  CN^ 


ou  qu'elles  lui  soient  exactement  per- 
pendiculaires,  comme  il  arrive  d mis  le 
nouveau  solide  ;  mais  ,  par  le  §  XLlir , 
si  on  subititue  à  la  place  des  ellipses  que 
forment  les  tranches  KL^  ôi^^  cercles 
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de  même  superficie  ,  Tattraction  resie 
encore  la  même ,  donc  le  sphéroïde  pro- 
posé PEpe ,  et  celui  qui  a  la  même  soli- 
dité et  le  même  axe  Nn  ,  exercent  la 
même  attraction  sur  le  corpuscule  M, 

S  XLV. 

Trouver  V attraction  quun  sphéroïde 
BEbe,  dont  Vellipticitè  est  infiniment 
petite^  exerce  sur  un  corpuscule  placé 
en  P  dans  Vaxe  de  révolution» 


Ayant  inscrit  la  sphère  BDhd  au  sphé* 
roide,  menez  par  le  point  P  deux  lignes 


a^o 


FIGURE 
quelconques  PMN .pmn  qui  fassent  un 
angle    infiniment    petit   entre    elles  ,  et 
abaissé  des  points  M^  m,  A^,  n,  les  per- 
pendiculaires KMQf  kmq ,  LNB ,  Inr  ; 


El 


on  prendra  pour  Télément  de  l'espace 
renfermé  entre  !a  sphère  et  le  sphéroïde, 
la  somme  des  deux  anneaux  produits  par 
la  révolution  des  deux  espaces  KAImk , 
I^Lnl  autour  de  l'axe. 

A  cause  de  la  petitesse  de  MK^  il  est  clair 
qu'on  pourra  supposer  tous  les  points 
de  l'anneau  KMmk  également  éloignés 
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Donc  il  faudra  multiplier  la  quantité 

de  matière  de  l'anneau  MKkm  par  p^> 

pour  avoir  son  attraction  sur  le  corpus^ 
cule  P,  et  de  même  la  quantité  de  roa- 

PR 
tière  de  TaTineau  LJSnl  par  p^,  pour 

avoir   son   attraction  sur  le  même  cor- 
puscule. 


^uant  à  îa  solidité  de  l'anneau  MKmk, 

ED 
CD' 


elle  sera  c  .  QM ,  MK  »  Qy  ,  ou  c  ,  ^^ 


QA/  .  qq ,  a  cause  que  ^^^c==:^g,  par 
la  propriété  de  l'ellipse.  Donc  l'atlrac- 
lion  de  cet  anneau  sera  c.^^.QM', 
PQ     .,  ED    ^^,     PO     ,^         ^^ 

pm'Oq.o^ic.^,co\  p-^.Qç ,  co 

étant  perpendiculaire  à  PiV.  On  aura  de 

ED  PO 

même  c .  ^^ ,  CO* .  j^ .  /îr,  pour  Tattrac- 

tion  de  lanneau  LNnl ^  et  partant 

pour  Tattraction  des  anneaux. 

16 


£^2 
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Soient  présentement . . . CDz=.CBs=.  r 

CP^6 

KD        I» 
rellipticité  du  sphéroïde ,  ou , . .  ^  =<r 

et  par  conséquent  CO  c=  ^\/{rr-^  uu) 
PO  =r=3  \/  (  ce  —  rr-j^uu) 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpres» 
sion  précédente  ,  elle  se  changera  en 


c&du  { ~ ]  4-  oàuîidti [  — 


5ee\ 
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dont  l'intégrale 

exprimera    l'attraction    que    le    solide 

produit   par    la   révolution    de    l'espace 

KMDNLE  exerce  sur  le  corpuscule  P, 

Faisant  dans  cette  valeur  u  :=  r ,  et 

ajoutant  = —    qui   exprime  (  §   XXIII  ) 

l'attraction  de  la  sphère  ,  on  aura 


*^^   I   4^^  ^  _     4^'^    r^ 


3ee  3ee  5  e^ 

pour  t attraction  que  le  sphéroïde  BEbe 
exerce  sur  le  corpuscule  P. 

§   XLVI. 

Supposant  quun  sphéroïde  soïùcompo' 
se  d'une  infinité  de  couches  elliptiques  , 
dont  les  ellipticités  et  les  densités  va- 
rient d'une  manière  quelconque  ,  on 
demande  l'attraction  que  ce  sphéroïde 
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exerce  sur  un  corpuscule  placé  en  un 
poLtil  M  pris  a  volonté  sur  la  super- 
JicLG  PiAlE. 


— -E 


Soient  le  demi- axe. .  .JPC=:e 
le  rayon  de  réquateur. .  .CJ^s=e  -4-  co 
le  demi-axe  d'une  des  cou- 
ches quelconques. ,.  .CB^=z  r 
le  rayon  de  bcw  (Equateur..  Ci*"  =r  r  -f-  a/ 
le  sinus  de  l'angle  PCM.  . . .  .nr  i 

la  densité  ^.n  B ■=.  R 

On  verra  facilement  que  CAI  r=  e  -f-eii/ 

CN:^r'^rs.%f 

et  que U  —  -  ^^  )  P 

serait  l'ellipticitc  du  sphéroïde  qui^  ayanl 
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la  même  solidité  que  le  sphéroïde  BNF ^ 
aurait  CyV  pour  demi-axe  de  révolution. 

Pour  avoir  présentement  l'attraction 
en  Af ,  en  supposant  le  sphéroïde  ho*^ 
mogène  ;  il  faut ,  suivant  le  §  X.LIV  , 
substituer  dans  Texpression  que  renferme 
le  §  XLV  »  au  lieu  de  r,  r~^rpss  ;  au 
lieu  de  e,  e  -|-  e  «T  i  ^  ;  et  au  lieu  de  «T  , 

(t  — -M  j  p  ;  calcul  fort  simple  »  puisqu'il 

ne  s'agit  que  de  substituer  dans  le  second 

et  d'ajouter  au  terme  y;—  sa  difrérentielle, 

'  oee 

prise  en  mettant  essJ"  pour  de,  et  ri^/ 
pour  <;?r. 

On  aura  amsi  5 -^^ —  «T  -f-  4^  P  — 

^TT/  H"     r  .    P  pour  l'aitraction  du  sphé- 
roïde BNF  eu  M  y  la  densité  étant   1. 

Mais  comme  ce  sphéroïde  n*est  point 
homogène^  et  que  sa  densité  varie  du 
centre  à  la  surface  suivant  la   fonction 
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quelconque  /i,  il  faut  différentier  la  quan- 
tité précédente,  et  multiplier  la  diffé- 
rentielle par  II  ,  afin  d  avoir  l'attraction 


d'une  couche  quelconque  BFfb.   Cette 
attraction  sera   par  conséquent 

^Rrrdr—^J'Rrrdr-h^  Rd(r^p)-^ 

^nd(^f)^l^Rd(r^p),  dont  l'intë- 
grale  sera  l'attraction  du  sphéroïde  I^I^F, 

Soient  nommées  ensuite. , ,  A  ^  B ,  D 
les  quantités  que   deviennent  j  -^—^ —  , 
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On  aura 

or  comme  R  et  p  sont  des  fonctions  de  r» 
données  par  les  conditions  du  problème  , 
^ ,  B ,  et  jD  ne  dépendent  que  des  qua- 
dratures^ donc  le  problème  est  résolu. 

S    XLVII. 

Si  on  fait  dans  la  valeur  précédente 

j  =::--  o ,   on  aura  i  cA  -{-  ~  -5  —  ^D 

pour  Tattracrion  ou  la  pesanteur  d'un 
corpuscule  placé  au  pôle. 

S  XLVIIÏ. 

Le  sphéroïde  précédent  tournant  au- 
tour de  son  axe ,  je  dis  que  ,  quel  que 
soit  le  temps  de  sa  rotation  ,  la  quan^ 
tité  don  t  la  pesanteur  au  pôle  surpassera 
la  pesanteur  en  un  lieu  quelconque  , 
sera  proportionnelle  au  quarré  du  co- 
sinus de  la  latitude  de  ce  lieu. 
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Soit  (p  le  rapport  de  la  force  centri- 
fuge à  la  pesanteur  sous  léquateur  ,  par 
les  mêmes  raisons  que  celles  qu'on  a  em- 
ployées au  ^  XXIX  5  on  aura  2.cA(^ 
pour  l'expression  de  la  force  centrifuge 
à  Véquateur,  Donc  la  force  centrifuge 
au  lieu  dont  la  latitude  a  pour  cosinus 
s,  sera  2csA(^y  et  partant  fic  s  s  A<t>  , 
la  partie  de  celte  force  qui  est  à  déduire 
de  Fattraction  pour  avoir  la  pesanteur. 
Cette  déduction  étant  faîte,  on  aura 
ZLc A   —   /'^css S^ A    —   q.css<^ A    -|- 

O  D  5 

qui  exprime  la  pesanteur  en  un  point 
quelconque  de  la  surface  du  sphéroïde. 

Si  on  retranche  la  quantité  précédente, 
de  l'expression  de  la  pesanteur  au  pôle  ., 
donnée  au  ^  XLVII ,  on  aura 

\Lc  A  S^  "{-  1  c  Aip ?  c  D\  s  i 

pour  exprimer  la  quantité  dont  la  pesan- 
teur au  pôle  surpasse  la  pesanteur  en  un 
lieu  quelconque.  Or  il  est  évident  que 
celle  quantité  est  proportionnelle  à  ss , 
c'est-à-dire  au  quarré  du  cosinus  delà 
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latitude.  Ainsi  ,  dans  cette  occasion  ,  il 
en  est  du  sphéroïde  hétérogène ,  comme 
de  celui  dont  la  densité  est  uniforme 
(SXTX). 

5  XLIX. 

Le  temps  de  la  rotation  du  sphéroïde 

précédent ,  étant  celui  qui  convient  à 

V équilibre  du  Jluide  placé  sur  sa  sur^ 

face^  si  on  appelle  ,  comme  ci-dessus , 

<^  Vellipticité  du  sphéroïde  ,  et  de  plus 

V  la  pesanteur  au  pôle,  Ti.  la  pesanteur  a 

Véquateur,  et  s.  P ellipticité  qu  aurait  eue 

le  sphéroïde  s  il  a^'ait  été  supposé  homo- 

.     ,.  P— n  ^ 

gène  ;  je  dis  que  — = —  =  a  é  — •  <J. 

Par  le  §  précédent,  4cvf  «T -f- 2  c^(p 

—  rcD^  exprime  l'excès  de  la  pesanteur 

au  pôle  sur  îa  pesanieur  à  iequateur, 
c'est-à-dire  la  quantité  P  —  n.  li 
faut  donc  diviser  cette  quantité  par  FI  ; 
mai*  comme  nous  négligeons  toujours  ici 
les  quantités  infiniment  petites  du  second 
ordre  ;  au  lieu  de  diviser  la  quantité  pré- 


a5o  FIGURE 

cédente  par  n  ,  nous  pourrons  nous  con- 
tenter de  la  diviser  par  2  cA^  qui  exprime 
la  pesaateur  sur  le  Globe  composé  de  la 
même  manière  que  le  sphéroAde.  Nous 
aurons  donc 

3D       p— n 

Si  on  se  rappelle  présentement  qu'on 
a  prouvé  dans  le  §  XXXVII ,  qu'afin 
que  le  fluide  placé  sur  la  surface  du 
sphéroïde  pût  être  en  équilibre ,  il  fallait 
que  loi'A  —  2 />  =  bA(p  ,  on  verra 
qu'on  peut  mettre  dans  la  quantité  précé- 
dente 3  <r  —  -  (p  k  la  place  de  -.—:.  La 
substitution  faite  ,  il  viendra 
5  (p-^J^  —  ^-IZll,  Or  5  (p  est  §  XXX  , 
la  valeur  de  g  ou  de  rellipticité  du  sphé- 
roïde homogène  :  donc  -vr-"  =  ae  —  <f. 

S  L. 

Manière  de  tromper  la  figi^re  de  la 
Terre  par  le  raccou rcissemenc  du  pen- 
dule. 
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Il  suit  du  §  précédent ,  que  si  on  a 
trouvé ,  par  expérience  ,  la  quantité  dont 
le  pendule  qui  bat  les  secondes  à  l'équa- 
teur,doit  être  alongé  pour  faire  ses  vibra- 
tions dan»  le  même  temps  au  pôle  ;  on  aura 
tout  de  suite  Veilipticité  que  doit  avoir  la 
Terre ,  dans  l'hypothèse  qu'elle  soit  for- 
mée comme  nous  l'avons  supposé.  Car  £ 
ou  l'ellipticité  de  la  Terre  regardée  comme 
homogène,  ayant  été  trouvée  (§XX)  , 

de  -i- ,  on  n'aura  qu'à  retrancher  de  —g , 

la  fraction  qui  exprime  le  raccourcisse" 
ment  total  du  pendule  depuis  le  pôle 
jusqu'à  réquateur  ,  et  l'on  aura  Vellip-- 
licite  de  la  Terre, 

ïî  est  aisé  de  voir  que  ce  théorème  est 
entièrement  contraire  à  ce  que  M.  Newton 
a  avancé  dans  la  proposition  XX  du  IIP"« 
livre  des  Principes;  car  après  avoir  trouvé 
que  les  différentes  observations  qu'on 
avait  faites  sur  la  longueur  du  pendule , 

donnaient  plus  de  -s-  pour  la  diminu- 
tion de  la  pesanteur  du  pôle  à  l'équa- 
teur  ;  il  en  conclut ,  que  l'ellipticité  de 
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la  Terre  devrait  être  aussi  plus  grande 

que  -^  ,  au  lieu  que  suivant  le  théo- 
rème précédent,  l'ellipticité  doit  être  au- 
tant au-dessous  de  la  fraction  -^  que  le 

raccourcissement  du  pendule  surpasse 
cette  fraction. 

Quant  à  ce  que  M.  Newton  dit  dans  le 
nit^me  endroit ,  que  les  diminutions  de 
la  pesanteur  qu'on  a  observées ,.  indiquent 
une  plus  grande  densité  au  centre  qu'à 
la  superficie  ,  cela  se  trouve  conforme  à 
ma  théorie  ;  car  on  a  vu  dans  le  chapitre 
précédent ,  que  dans  les  hypothèses  les 
plus  naturelles  qu'on  puisse  former  sur 
la  forme  des  couches  intérieures  ,  il  ar- 
rive toujours  ,  que  lorsque  les  couches 
les  plus  denses  sont  les  plus  proches  du 
centre  ,   lellipticité  est  plus  petite  que 

-nr-  y  ce  qui ,  par  le  §  précédent,  demande 

une  diminution  de  pesanteur  plus  grande 
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•> 


Oh  Von  fait  voir  ce  qui  avait  engagé 
M.  Newton  à  dire  que  les  planètes  étant 
Supposcei  plus  denses  au  centre  quà  la 
surface  y  elles  de^'aient  être  plus  apla^ 
tiei  ,  ijuc  si  elles  étaient  lioinogènes. 

Il  y  a  déjà  quelques  années  que  j'ai 
donné  dans  les  Transactions  Philosoplxi- 
ques  ,  n"  449  >  ^®  théorème  exposé  dans 
le  §  L,  et  que  j'ai  rapporté  à  cette  occa- 
sion ies  paroles  de  M.  ISewton,  qui  y  sont 
contraires;  mais  n'ayant  pas  alors  exa- 
miné la  seconde  édition  de  ses  Principes  y 
je  n'avais  pas  pu  m'assurer  de  ce  qui 
avait,  porté  cet  illustre  auteur  à  parler 
ainsi  ;  bien  loin  de  conclure  de  mon  théo- 
rème queM.Newtori  s'était  trompé,  jepen- 
sai seulement  queladifférencede  nos  con- 
clusions venait  de  que  Farrangemeut  que 
j'avais  supposé  aux  parties  intérieures  de 
la  Terre,  n'était  pas  celui  que  M.  Newton 
a^ait  imaginé,  et  qu'il  en  avait  apparem- 
ment pris  un  tel  que  sa  proposition  était 
vraie.  Je  m'attachai  alors  ieulement  aux 
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commentateurs  de  M.  Newton,  particuliè- 
rement à  M.  Grégory  ;  et  je  lis  voir  que 
l'explication  qu'il  donne  des  paroles  de 
M.  Newton  était  fausse,  en  ce  qu'elle  était 
fondée  sur  une  proposition  qui  n'avait 
pas  lieu  dans  le  cas  où  il  L'appliquait.  Car 
cette  proposition  qui  apprend  que  les  pe- 
santeurs en  différen>  lieux  de  la  Terre  , 
sont  en  raison  renversée  de  la  distance 
au  centre,  n'est  vraie  que  lorsque  la  Terre 
est  supposée  homogène.,  et  ne  saurait  , 
par  conséquent ,  être  emplojrée  dans  le 
cas  où  l'on  suppose  que  les  parties  voisines 
du  centre ,  ont  des  densités  différentes  de 
celles  qui  sont  vers  la  surface. 

Depuis  que  j'ai  reconnu  que  le  théo- 
rème, dont  j'avais  donné  lu  démonstration 
dans  les  Transactions  Philosophiques  , 
pour  le  cas  où  les  couches  sont  sembla- 
bles ,  s'appliquait  à  une  infinité  d'antres 
cas,  j'ai  remis  plus  de  vsoin  à  chercher 
ce  qui  pourrait  avoir  engagé  M.  Newton  à 
penser  que  la  Terre  devrait  être  d'autant 
plus  plate  ,  que  la  pesanteur  diminuait 
plus  du  pôle  A  iéqualeur:  je  crois  l'avoir 
trouvé  dans  la  seconde  édition  ,  el  que 
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c'est  pour  s'être  fondé  sur  le  même  argu- 
ment que  M.  Gregory.  Voici  ce  qui  me 
fait  penser  ainsi. 

Dans  la  page  386,  M.  Newton,  après 
ayoir  remarqué  que  les  expériences  don- 
naient 2  lignes  de  diminution  dans  la  Ion. 
gueur  du  pendule  du  pôle  à  Téquateur  , 
dit,  que  ,  puisque  la  supposition  de  Thot- 

mogénéité  n'a  donné  que  1  --^^  ^'^m^^  ^^^^ 
augmenter^  dans  la  même  raison  de  1  —^ 


lûOO 


à  c>. ,  la  dîfTérence  17  ^  milles  àes  deux 

axes  ,  qui  résultait  de  la  même  supposi- 
tion   de  l'homogénéité  ,  et   qu'on   aura 

3r  —  milles  pour  la  différence  réelle.  Car, 

12  *■  ' 

ajoute-t-il ,  le  retardement  du  pendule  à 
l'équateur ,  prouve  la  diminution  de  la 
gravité  dans  ce  lieu ,  et  plus  la  matière 
y  sera  légère ,  plus  elle  devra  être  haute  , 
afin  de  faire  équilibre  avec  celle  du  pôle. 

Plus  loin,  p.  387.  En  examinant  les 
mesures  des   degrés    de  latitude   de   la 
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France,  faites  par  M.  Cassini ,  il  dit  que 
ces  mesures  supposantla  Terre  plus  haute 
au  pôle  qu'à  l'équateur  d'environ  gS 
milles  ,  il  faudrait  que  le  pendule  fût  plus 

long  à  l'équateur  qu'au  pôle  d'environ - 

pouce  Tout  cela  prouve ,  ce  me  semble , 
que  !VÏ.  Newton  pensait,  que  dans  tous  les 
cas.  la  pesanteur  devait  être  en  raison, 
renversée  des  rayons  ,  afin  que  les  co- 
lonnes fussent  en  équilibre  i  or  j'espère 
qu'on  trouvera  oufiisamment  prouvé  par 
les  §  XVIII  et  XLIX. ,  que  cette  propo- 
sition n'est  démontrée  que  dans  le  cas 
de  riiomogénéité >  et  quelle  n  est  pas 
vraie  en  géuérp.L  Ainsi  l'argument  que 
je  fiaiseis  dans  les  Transacfiona  Philoso- 
phiques, contre  M.  Gregory,  a  lieu  aussi 
contre  M.  Newton. 


§   LU 

Fie?7iarques  sur  ïhypothèse  dont 
/Vf.  Mac  Lauriii  parle  dans  les  articles 
666  et  681  de  son  Traité  des  Fluxions. 
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M.  Mac  Laurin  ayant  parcouru  diffé- 
rentes hypothèses  où  il  suppose  la  Terre 
remplie  de  matière  jusqu'au  centre,  et 
ayant  trouvé  que  dans  toutes  ces  hypo- 
thèses ,   lorsque   l'ellipticité    était  plus 

grande  que  la  fraction   -5-,  le  pendule 

devait  être  raccourci  du  pôle  à  Téqua- 
teur  d'une  quantité  moindre  que  cette 
môme  fraction ,  cherche  ce  qui  résulte- 
rait de  rhypoihèse  où  la  Terre  seraic 
creuse  avec  un  noyau  au  centre  (1).  Dans 
l'exemple  qu'il  choisit ,  il  suppose  que 
les  deux  surfaces  de  la  croûte  soient  sem« 
blables  ,  et  que  le  noyau  soit  sphérique  , 
la  densité  de  Tune  et  de  l'autre  étant 
la  même ,  il  trouve  alors  que  la  terre 
pourrait  avoir  une  ellipticité  plus  grande 

que-^,   quoique    le  raccourcissemene 

du  pendule  fût  aussi  plus  grand  que  —-■ , 

ce  qui  est  contraire  au  théorème  quet  je 
viens  de  donner  ;   car  l'espace  qui  est 


(i)  C'est  l'hypothèse  que  M.  Halley  avait  îma- 
gince  pour  expliquer  les  phénomènes  de  l'aimant. 

'7 
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renfermé  entre  la  croûte  et  îe  noyau, 
pouvant  être  regardé  comme  une  couche 
dont  la  densité  serait  nulle  ,  1  eJlipticite 
ajoutée  au  raccourcissement  du  pendule 

devrait  toujours  égaler—^. 

Ce  qui  fait  que  le  calcul  de  M.  Mac 
LaurJn  ne  s'accorde  pas  avec  mon  ibéo- 
rème,  c'est  que  la  méthode  de  cet  au- 
teur consiste  à  égaler  les  poid.>  des  deux 
colonnes  de  fluide  qui  mesurent  l'épajs- 
&eur  de  la  croûte  à  l'équateur  et  au  pôle* 
Or,  pour  appliquer  cette  méthode  ,  il 
faut  considérer  le  sphéroïde  de  M.  Mac 
Laurin  comme  ayant  été  originairement 
fluide,  soit  qu'on  suppose  vide  l'espace 
renfermé  entre  la  croûte  et  le  noyau,  soit 
qu'on  le  suppose  rempli  d'une  matière 
qui  n'attire  point.  Dans  le  premier  cas  , 
îe  dis  que  la  croûte  ou  plutôt  l'orbe  fluide 
tomberait  sur  le  noyau  ,  et  ne  formerait 
avec  lui  qu'un  seul  sphéroïde  homogène , 

dont  l'ellipticité  serait  de  ---.  Dans  îe 

*  0.3O 

second  cas  ,  je  prétends  que  1  équilibre 
de  l'orbe  lluide  ne  suit  pas  de  l'tgalité 
des  poids  des   deux    colonnes  qui   me- 
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surent  Tépaisseur  de  lorbe  au  pôle  et  à 
l'équaleur,  mais  que  cet  équilibre  de- 
mande nécessairement  que  la  surface  in- 
térieure et  la  surfilée  extérieure  de  forbe 
fluide,  soient  coupées  perpendiculaire- 
ment en  tous  leurs  points  par  la  direc- 
tion de  la  pesanteur  ;  ce  qui  ne  saurait 
arriver,  si  ces  deux  surfaces  sont  sem- 
blables. Donc  la  méthode  de  M.  Mac 
Laurin  ne  saurait  s'appliquer  au  sphé- 
roïde qu'il  propose.  Si  on  veut  que  ce 
sphéroïde  soit  possible  ,  il  faut  supposer 
la  croûte  dure  et  couverte  seulement 
d'une  lame  d'eau  infiniment  mince  ;  et 
alors,  au  lieu  du  résultat  de  M.  Mao 
Lauriii ,  on  trouvera  celui  que  demande 
le  §L. 

Au  reste  ,  fe  dois  rendre  à  M.  Mao 
Laurin  la  justice  de  dire  qu'il  n'a  pas  in- 
sisté sur  son  hypothèse ,  qu'il  a  dit  lui- 
même,  dans  l'article  68i  ,  que  l'égalité 
des  poids  des  deux  colonnes  qui  mesurent 
l'épaisseur  de  la  croûte  au  pôle  et  à  Té- 
quateur,  pourrait  bien  n'être  qu'une  sup* 
position  arbitraire» 
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S  Lrii. 

De  la  variation  de  la  pesanteur  sut 
un  sphéroïde  alongé, 

J  ai  démontré  datïs  le  chapitre  pré- 
cédent ,  au  §  XXXVI,  que  le  Huide  qui 
couvrirait  la  surtace  d'un  sphéroïde 
alongé  pourrait  demeurer  en  équi- 
libre, si  ce  sphéroïde  avait  un  noyau 
qui  fût  lui-même  alongé  ,  et  qui  eût 
ses  axes  dans  un  rapport  convenable  : 
on  va  voir  présentement  qu6  dans  cette 
même  hypothèse  on  expliquerait  très- 
bien  le  raccourcissement  du  pendule 
du  pôle  à  l'équateur.  Car  il  vient  d'être 
prouvé   dans  le  §  L,  que  cT  étant  l'el- 

lipticité  de   la  Teire  -^. —   <r  était  Je 

raccourcissement  du  pendule  ;  or ,  qu'on 

fasse  S'  né^tif ,  on  aura  donc  — ?  4~  J* 

pour  le  même  raccourcissement,  ce  qui 
montre  que  la  diminution  de  pesanteur 
en  allant  vers  Téquateur,  serait  plus  s€n- 
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sible  sur  le  spViéroïde  alongé,  que  sur 
les  phëroïde  aplati. 

Au  reste ,  si  je  fais  cette  ohserva.- 
tion ,  ce  n*est  pas  pour  jeter  le  moindre 
soupçon  sur  les  mesures  par  lesquelles 
on  a  trouyé  la.  Terre  aplatie  ;  car  outre 
que  ces  mesures  ont  été. faites  avec  une 
précision  hors  de  toute  atteinte,  il  est  à 
observer  que  la  r<^marque  précédente  ne 
saurait  lever  la  difîiruîtë  qu'on  avait  de 
concilier  î'alongement  de  la  Terre  avec 
le  raccourcissement  dn  pendule  ,  qu'elle 
ne  jette  les  partisans  de  Falongement  de 
la  Terre  dans  un  nouvel  embarras  beau- 
coup plus  considérable  que  îe  premier. 
Supposons,  par  exemple,  avec  M.  Cas- 
sïjii  ,   que  la   Terre  fût  un  sphéroïde 

alongé^  dont  rellipticité  fût  de  ^»<^*e' 
tait  donc  =5 ?,  ce  qui  donnerait ,  suî* 

vant  le  §  L ,  la  quantité  ~=  -f-  — .  ou  ^; 

c'est-à-dire  environ  8  ou  9  lignes  pour 
le  raccourcissement  du  pendule  du  puis 
à  l'équateur  :  mais  les  observations  les 
plus  exactes  s'accordent  toutes  à  donner 


environ  2  lignes  pour  ce  raccourcisse- 
ment ,  il  faudrait  donc  avoir  commis 
une  erreur  de  6  ou  7  lignes,  ce  qui  est  de 
toute  impossibilité. 


CHAPITRE    IV. 

Détermination  de  la  figure  de  la 
Terre  f  en  supposant  qu'elle  nait  eu 
au  commencement  aucune  partie  so- 
lide f  mais  quelle  ait  été  un  amas 
d'une  infinité  de  fluides  de  dijfcre'ntes 
densités^ 

§LIV. 

Soit  rqQR  un  orbe  elliptique  ^  ou 
la  différence  entre  deux  sphéroïdes  rq  , 
JRQ  dont  les  demi-axes  sont  rC  ,  RG 
et  Us  rayons  de  Véquateur  Cq ,  CQ  , 
je  dis  que  si  J'exprime  lellipticitè  duplus 
grand  sphéroïde  ^  et  te  elle  du  plus  petit  ^ 

-~  LN  (^S  —  ê)  sera  V expression  d-une 

force j  quijtiixint  le  corpuscule  N  suivant 
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QC^,  ferait  le  même  effet  que  l"  attraction 
de  l'orbe  rqQH  dans  la  direction  CX 
■perpendiculaire  ^  CN. 


Ayant  faît  passer  par  le  point  N ,  deux 
sphéroïdes  FNG  ,  /Nf^  ,  le  premier 
semblable  au  sphéroïde  liHQ  ,  et  le 
second  semblable  au  sphéroïde  rhq  ;  on 
reconnaîtra  facilement  que  rattraction 
de  l'orbe  rqQK  sera  Tattraction  du  sphé- 
roïde fNgy  moins  celle  du  sphéroïde 
FJSG. 

Si  on  mène  ensuite  Nxy  et  JSX  per- 
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pendîculaires  à  ces  deux  sphéroïdes,  on 
verra,  par  le  §  XXVII,  qu'on  pourra 
substituer  au  lieu  des  deux  attractions 
suivant  CX^  deux  forces  agissant  sui- 
vant CP^^  et  exprimées  par  ^  c .  CJP^,  ei 

^c.Cu,  Retranchant  donc  ces  deux  quan- 
tités l'une  de  l'autre,  et  subi=tituant  à 


la  place  de  CF  et  de  Cu  leurs  valeurs 
ai.LNetz<^.LNfOa  aura|c.I<iV(/—- é) 
pour  la  force  suivant  CF,  équivalente 
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à  TaUraction  que  l'orbe  r^QB.  exerce  sui- 
Tant  ex  sur  le  corpuscule  iV. 

S  LV. 

Supposant  qu'un  globe  fluide  composé 
d'une  infinité  de  couches  sphériques  , 
dont  les  densités  sont  prises  à  Dolontè  , 
vienne  à  tourner  autour  d" un  de  ses  dia- 
mètres ;  on  se  propose  i^  de  démontrer 
que  lorsque  cette  niasse  fluide  sera  en 
équilibre^  sa  superficie  et  celle  de  toutes 
les  couches  qui  la  composent  seront,  sans 
erreur  sensible ,  des  surfaces  de  sphé- 
roïdes elliptiques ,  si  la  rotation  est  telle 
qu'à  téquateur  la  force  centrifuge  soit 
une  très-petite  partie  de  la  pesanteur; 
a"  de  déterminer,  dans  la  même  suppo- 
sition, la  relation  qui  doit  être  entre  la 
fonction  qui  exprime  la  loi  des  densités f 
et  celle  qui  exprime  la  'variation  des  el- 
iipticités  des  couches. 

Par  les  principes  établis  dans  la  pre- 
mière partie ,  §  LXVI ,  le  sphéroïde  ne 
saurait  être  en  équilibre,  à  moins  que 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  une  par- 
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ticule  quelconque  M  prise  dan?  l'inté- 
rieur du  sphéroïde,  étant  réduites  à  une 
seule,  cette  particule  ne  soit  tirée  dans 
une  direction  perpendiculaire  en  iV  à  la 
couche  FJVG ,  qui  est  de  même  densité 
que  cette  particule. 

Cherchons  donc  quelles  sont  toutes  ces 
forces ,  et  nous  trouverons 


I'.  Une  force  dirigée  vers  C,  venant 
de  l'attraction  de  i  ellipsoïde  FNG^  la- 
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quelle  pourra  être  prise  sans  erreur  sen- 
sible en  cette  occasion ,  pour  ce  qu'elle 
serait,  si  le  sphéroï<Ie  se  rétablissait  en 
globe  comme  on  suppose  qu'il  était  avant 
sa  rotation, 

a°.  La  force  suivant  CV ,  équivalente 
à  l'attraction  du  sphéroïde  FNG  suivant 
la  perpendiculaire  CN, 

5°.  La  force  suivant  la  même  direc- 
tion ,  causée  par  l'attraction  de  l'orbe 
PFEO. 

4°.  La  force  centrifuge  en  iV,  qui  est 
à  la  force  centrifuge  à  l'équateur,  comme 
LN  à  CE. 

Faisant  comme  ci-dessus. . . . CP=  i 

CF:=zr 
la  densité  en  F  y  et  dans  toute  la 

couche  FNG =  /{ 

rellipticité  du  sphéroïde  total =  J^ 

celle  de  la  couche  quelconque 

FNG =/> 

l'ordonnée  LN. =  «/ 

le  rapport  de  la  force  centrifuge 

à  la  pesanteur  sous  l'équateur =  $ 


bÇ8  figure 

on  aura  par  le  S  XJCIIl  la  quantité 

-^  fRrrdr 

pour  exprimer  la  force  de  N  vers  C. 

Quant  à  la  force  suivant  CVj  équiva- 
lente à  Tattraction  du  sphéroïde  FNG 


suivant  la  direction  perpendiculaire  à 
CNy  pour  la  trouver,  nous  commence- 
rons par  supposer  le  sphéroïde  SIT  d'une 
densité  homogène  exprimée  par  l'unité; 
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et  par  le  §  XXVII ,  l'expression  de 
la  force  suivant  CV ,  que  ce  sphéroïde 
exercerait  par  son  attraction,  serait 

en  supposant  que  NV  fût  perpendicu- 
laire à  l'ellipse  semblable  à  5iTqui  pas- 
serait par  N, 

Prenant  donc  p   pour  l'ellipticitc  de 
SIT,  et  r  pour  CS  ou  Cl  y  on  aura 

3  c .  T*ny5  .  r^i^  pour  la  force  suivant  CV 

du  sphéroïde  homogène  SIT.  Cela  po- 
sé, on  verra  facilement  qu'une  couche 
SstT  de  la  densité  i ,  qui  serait  la  dif- 
férence entre  le  sphéroïde  SIT  et  un 
autre  sphéroïde  sU  dont  rellipticité  se- 
rait supposée  p-f-rfp,  et  le  demi -axe 

r-^-  dr,  donnerait  |  c  .  -^^  d  (r^p)  pour 

la  force  suivant  ÇF",  qu'elle  exercerait 
sur  N,  Donc  en  multipliant  cette  quan- 
tité par  R  et  intégrant,  on  aura 

pour  Ja  force  suivant  C/^,  qu'exerce  sur 
le  corpuscule  JN^^  le  sphéroïde  S/Ty  non 


ifo  FIGURE 

homogène,  comme  nous  l'avons  supposé 
d'abord  ,  roais  tel  qu'il  est  donné  par  les 
conditions  du  problème.  Et  si  on  met  dans 
cette  valeur,  au  lieu  de  LIYsa.  valeur  ç y 
et  au  lieu  de  CiV  sa  valeur  r,  ou  aura 

pour  la  force  que  le  sphéroïde  FNG 


exerce  sur  A'"  dans  la  direction  CP",  en 
supposant  que  r  et  p  soient  les  quantiiëa 
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qui  conviennent  au  point  jV",  au  lieu  du 
point  /. 

Venons  présentement  à  la  force,  sui« 
vant  la  même  direction  ,  causée  par  l'at- 
traction de  l'orbe  PEGF.  Par  le  §  LI V, 
nous  trouverons  que  l'aitraction  d'un 
orbe  RrQcj  de  la  densité  i  sur  le  corpus- 
cule Ny  sera  -  c  .  LN .  dp ,  en  prenant  p 

pour  Tellipticilé  de  /?  Q ,  et  p  -j- </p  pour 
celle  de  rq.  Donc  en  supposant  que  cet 
orbe  ait  pour  densité  H,  ba.  force  suivant 

Cy  sera  ~  .  LN .  RJp ,  dont  l'inlégrale 

exprimera  l'attraction  de  l'orbe  PEQR  ; 
m  lis  comme  cette  attraction  diminuelors- 
que  r  augmente  ,  il  s'ensuit  que  si , , .  .F 
représente  ce  que  devient  y /(Jp,  lorsque 

r  devient  î  ,  V  •  LN  {F — /Rdp)  repré- 
sentera 1«  force  suivant  Cy  de  1  oi  je 

PEqil. 

Donc  en  mettant  q  au  lieu  de  LIS , 
et  en  supposant  que  r  et  p  soient  les  quan- 
tités qui  conviennent  au  pomt  iV  au  lieu 
du  point  //, 


37S 
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4c 


5    ^/«^P 

exprimera  la  force  suivant  Cl^  cansée 
par  Tattraction  de  Torbe  PEGF» 


Il  ne  reste  donc  plus  que  la  force  cen- 
trifuge en  iV,  son  expression  se  trouvera 
comme  dans  le  §  XXIX,  et  sera 

2cAç(Py 
j4  étant  ce  que  devient  y  itr/-<;?r,  lorsque 
r=  1 ,  et  D.cyJ f  par  conséquent,  l'attrac- 
tion ou  la  pesanteur  sur  le  globe. 
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Présentement)  les  conditions  du  pro- 
blémedemandeniqueia  force  suivant  CyY 
soit  à  la  somme  des  forces  qui  agissent 
dans  la  direction  CV^  comme  CIS  à  CV\ 
c'est-à-dire  comme  /•  à  a^p,  donc  il  faut 
que 

îî//Jr«/r  :  ||  rifRd  (,>)  +  |  ^F 

or  la  lettre  ^  se  d^îruisant  d'eîie-mëme 
dans  cette  proportion,  il  s'ensuit  que 
pourvu  que  p  et  H  aient  entre  eux  la  re- 
lation exprimée  par  Téquation 

-r~-^9Vr^  —  r'/Hdp 

et  que  p  soit  toujours  une  quantité  in(î- 
niiTient  petite  depuis  la  supposition  de 
tz:=o  jusqu'à  celle  de  r=r  i^  chacune  des 
ellipses  FNG  sera  coupée  en  iou3  tes 
points  par  ia  direction  de  ia  pesanteur, 
feou-j  un  angle  qui  ne  différera  de  l'angle 
droit  que  d'un  iniinimenl  petit  du  second 
ordj-ç,  en  s^upposant  que  la  force  cenlri- 

18 
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fugfe  soit  un  infiniment  petit  du  premier 
à  l'égard  de  la  gravité.  Donc  les  courbes 
réelles  qui  doivent  être  les  méridiens 
des  couches  FJNG ,  dans  la  même  sup- 


ss 


position,  ne  s^éloignent  que  d'un  infini- 
ment petit  du  second  ordre  ,  des  ellipses 
dérerininées  par  l'équation  précédente. 
Et  lorsque  dans  vav^  planète  la  force  cen- 
irîfnge  sera  fort  petite  par  rapport  à  la 
gravité,  on  pourra,  sans  aucune  erreur 
sensible ,  appliquer  les  calculs  précédens 
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4  la  recherche  de  la  figure  de  cette  pla- 
nète. 

Pour  pouvoir  faire  usage  de  cette  so- 
lution, il  faut  supposer  que  Tune  des  deux 
quantités  R  ou  p  est  donnée,  et  clitr- 
cher  l'autre  par  le  secours  de  Inéquation 
précédente  j  c'est-à-dire^  qu'on  peut  éga- 
lement »  ou  chercher  les  ellipticités  que 
les  couches  doivent  avoir  lorsque  leurs 
densités  sont  données ,  ou  chercher  les 
densités  des  couches  quand  leurs  ellip- 
ticités sont  supposées  connues. 

S   LVL 

Examen  de  l'équation  5r'pyRrrdr=i 

/Rd  (r»  -I-  Fr^  -f-  5  A(p,5  _  ,5^R^p  ^ 

lorsque  R  esc  donné. 

Je  commence  par  diflérentier  cette 
équation  ,  ce  qui  me  donne  en  réduisant 

je  différentie  encore  cette  équation  ,  ex» 
supposant  dr  constant,  et  j'en  tire 


3/6  F  ï  G  l)  R  l' 

ad  a  ■.^=  par"  [  —  • 1- — -.-  1 — -  de , 

\rr        fRrrdi  /         Jllrrclr^' 

qi.i  en  faisant.  . .    p  .-rr:  c^"^^ 

'  IHi-rdr    ^        \rr       J  RrrJt  J 

iiui  devient  enfin 

j^         .^  J  rrd}\  Gdr 

J  Rrrdr  lY 

en  faisant u  A-   ----z=i  t  ; 

d'où  l'on  voit  quel'ëqnation  5r^pJ"Rrri/.n=i 
J'Iid{r^f)  -f-  eic.  retombe  dans  le  cas  de 
la  fameuse  équation  dj  -^  ^^dx  ;=  JCdjc 
(A'  étant  une  fonction  de  i  )  dont  per- 
sonne, que  je  sache,  n'a  encore  pu  sé- 
parer les  indéterminées  en  général.  Ainsi 
excepté  le  seul  cas  où  Rz=z  r" ,  dans  le- 
quel la  difficulté  de  Téquation  dy^j^dx 
z::=^Xdx  n'a  pas  lieu,  je  ne  m'arrêterai 
point  à  la  recherche  d^s  eliipdcités  par 
le  moyen  des  densités. 

S  LVÏI. 

Intégra/ ion  de  l' équation  prccédence^ 
lonque  K=  f  ,  QU  détermination  de,  la 
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figure  d':  Sftliéroide  et  Je^  roin.h'rS   'fil 

le  compor.ent^  lorsque  la  den^iitc  e\f^ pro- 
porùonnelh  à  une  puissance  quelcon" 

(jue  de  la  distance  au  caiitie^ 

Ayant  irils   r"  à  la  yAaiC?i  (Je  R  dans 
l'équation  précécîente,  elle  se  rh^nge  ?n 

df:  -A-^  ttdr  _:.  — ^ -      <//• 

n 

qui  devient  homogène  en  ég.ilant  -  à  une 

nouvelle  variable,  et  n'a ,  par  conséquent, 
aucune  difficulté. 

L'intégration  fuite,  on  a 


_^i:hi H'^':" 


f  ur~^*-j- 1 


OÙ  ^  =  V''  ('*'*  -H  ^i  -f-  T- )>  et  a  est  une 
constante  venue  pnr  rinr.é^ration. 

Substituant  ensuite  cette  valeur  d*»  t 
d/ins  'jy-y'-,  c'est-à-dire  dans  rexpression 
de  p  qui  résulte  des   deux  tranformées 
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dent;  on  aura 

«Tétant  la  constante  que  demande  Tinté- 
gralion  ftdr. 

Cette  valeur  de  p  étant  celle  que  donne 
i-équation  rf^  =  f^f.-  (A__^^)  _ 

'7â~j'^P'>  <5n  ne  pourra  pas  manquer  de 

résoudra  par  son  moyen  l'équation 

ôf^'ffRrrdr  :=z/Rd  (r^p)  -+-  Fi^  -f-^  ^^i'^ 

—  r^fRdf^  d'où  cette  équation  différen- 
tielle était  venue ,  pourvu  qu'on  donne 

aux  constantes  a  et  cT  les  valeurs  néces- 

5 
saires  pour  que  les  termes  7*^  et  -  ^^4. 

s'évanouissent  avec  les  autres  dans  lâ 
substitution  de  la  valeur  de  p;  condition 
qui  ne  demande  autre  chose  ,  sinon  que 
a  et  cT  aient  entre  eux  la  relation  expri- 
mée par  l'équation 
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Revenpns  présentement  au  problème 
dont  în  solution  avait  amené  l'équation 
S^'r/ZÎ/'rJ/tzretc.;  il  consiste  dans  cet  exem- 
ple à  trouver  la  figure  qu'un  globe  fluide 
du  rayon  i ,  et  composé  d'une  infinité  de 
couches  dont  les  densités  aux  distances 
r  du  centre  sont  exprimées  par  r",  doit 
prendre  en  tournant  dans  un  temps  tel 
que  la  force  centrifuge  à  l'équateur  soit 
la  partie  <p  de  la  pesanteur.  Il  est  aisé 
de  voir  que  cette  figure  doit  être  déter- 
minée. Cependant  on  en  trouverait  une 
infinité  par  la  résolution  de  Téquation 
précédente.  Car  n'ayant  pour  détermi- 
ner a  el  ^  qu'une  seule  équation,  l'une 
de  ces  deux  quantités  demeurera  tou- 
jours indéterminée  dans  la  valeur  de  p , 
c'est-à-dire  dans  la  valeur  de  rellipticité 
du  sphéroïde. 

Pour  lever  cette  difficulté ,  d'autant 
plus  essentielle  qu'elle  n'est  pas  particu- 
lière à  cet  exemple,  il  faut  se  ressou- 
venir que  les  propositions  d'où  Ton  a  tiré 
la  solution  précédente,  ne  sont  exactes 
qu'en  supposant  que  les  couches  ne  dif- 
fèrent que   tiès-peu  de  la  figure  sphé- 


2î^<3  F  j  G  x;  Pi  E 

rique,  c'est-à-dire  que  p  ne  doit  être 
jamais  qu'une  très-petite  quantité.  Re- 
marquant ensuite  que  n  doit  être  r^é^a- 
tif,  ahn  que  La  densité  diminue  du  cemre 
à  la  surface,  ainsi  que  les  lois  de  J'hy- 
drostatique  le  demandent  ;  on  verra  que 
de§  deux  termes  que  contient  la  valeur 
de  p,  il  nV  a  que  le  terme 

qui  puisse  convenir  k  notre  problème  , 
quoique  tous  les  deux  satisfassent  à  Vé- 
quation  ôr'f/Iirrdr,  =  etc.  Car  comme 
terme 

J'ar -  «  -  ï  -  v^i""  -^  3n  +  3S)  ^ 

aura  toujours  son  exposant  négatif;  il 
donnera  nécessairemeni  degrandeselljp- 
tici' es  pour  les  couches  voisines  du  rentre 
et  empêchera  ,  par  conséquent ,  les  pro- 
positions précédenJes  d'avoir  lieu. 

Cela  posé,  il  faudra  que  la  constante 
a  ,  venue  de  la  première  intégration  ,  soit 
nulle;  d'où  rénuatiou  quo  nous  avions 
entre  a  et  J"  ^  devienrlra 
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f{ul  donne 

5«  a  —  n  —  i 

pour  la  valeur  générale  des  eîUpticltés  des 
couches ,  et  qui  est  déterminée,  puisque 
n  et  (p  sont  données. 

La  manière  dont  je  viens  de  lever  la  dif- 
iiculté  occasionnée  par  les  deux  intégra* 

lions  de  l'équation  ddp  zrr.  pdi^f etc. 

sera  la  même  dans  tous  les  autres  exem- 
ples. 

§    LVIIL 

Si  on  voulait  que  n  fut  positif,  c'est-à- 
dire  que  les  densités  allassent  en  augmen- 
tant du  centre  à  la  surface,  ce  qu'on  peut 
toujours  faire  en  regardant  le  problème 
comme  purement  géométrique,  la  va- 
leur de  p  qu'on  vient  de  donner  ,  se- 
rait encore  la  vraie,  quoiqu  elle  donnât 
des  ellipticités  finies  pour  les  couches 
voisines  du  centre.  Pour  en  voir  la  raison, 
il  faut  remarquer  qu'en  multipliant  cette 
valeur  de  p  par  r,  le  produit 

fl</  —  ï  —  an 
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qui  exprimerait  la  diiférence  des  axes 
de  ces  couches,  serait  toujours  une  très- 
petite  quantité,  de  manière  que  ces  pre- 
mières couches  seraient  toujours  très- 
petites,  quoique  fort  aplaties.  Or  comme 
leurs  densités  seraient  presque  nulles  par 
l'hypothèse,  il  importerait  peu  que  les 
propositions  par  lesquelles  on  a  les  attrac- 
tions des  sphéroïdes ,  puissent  s'y  ap- 
pliquer, puisqu'en  retranchant  tout-à-fàit 
ces  premières  couches ,  il  n'en  résulterait 
pas  d'erreur  sensible  dans  îa  détermina- 
tion des  axes. 

§  LIX 

Examen  de  Vccfuation  5r*|p/'Rrrdrr=: 
yRd  (r^p)  -|-  etc. ,  lorsque  R  est  T incon- 
nue^ ou  ,  ce  qui  rei'icnù  au  niérne,  ma- 
nière de  trouver  la    loi  des    densités  , 
lorsque  celle  des  elUpticités  est  donnée. 

Je  reprens  l'équation 

ddi  =  ùdr^  ( TTr  -^  ' ^t: — r  dû 

^         ^        \rr        fRmr/        Jlindr    ^ 
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et  je  lui  donne  celte  forme 

ar'dft  -4-  iirpdr  f  Rrrdr  * 

dans  laquelle  je  remarque  que  le  premier 
membre  est  une  fonction  donnée  de  r, 
puisque  les  conditions  du  problème  don- 
nent la  valeur  de  p  en  r  :  taisant  ensuite 

^T*ddfi  -f-  ^pdr'  , 

ar^dp -\- 2rfidr  '' 

1  equatioa  à  intégrer  est 
^  ,  Rrrdr 

d'où  Ton  tire  facilement 

rr 

par  laquelle  on  trouvera  la  densité  cher- 
chée il ,  aussitôt  qu'on  aura  fait  une  sup- 
position pour  la  valeur  de  p,  et  qu'on  en 
aura  tiré  la  fonction  f*. 

S  LX. 

Lorsqu'on  veut  appliquer  cette  théo- 
rie à  une  planète  dont  la  figure  est  don- 


slB4  T"  ï  ^^  U  R  K 

j»ée  par  observation,  et  dans  laquelle  la 
force  centrifuge  est  connue  ;  il  parait 
d'abord  qu'il  suffit  de  prendre  pour  p  une 
fonction  de  r  qui  devienne  i'ellipticjté 
observée,  lorsque  r=ïi ,  et  de  subitliuer 
cette  valeur  de  p  dans  la  valeur  générale 
de  R  qu'on  vient  de  donner  :  mais  si 
on  fait  attention  que  cette  valeut  de  fi 
n'est  tirée  que  d'une  équation  venue  par 
la  seconde  différentiation  de  Téquation 
ôr'p/Iirrélr=zetc.  et  que,  dans  cette  se- 
conde différentiation;,  )  j  constante  qui 
désignait  la  force  centrifuge  est  évanouie, 
enverra  que  les  valeurs  de  /if  et  de  p,  quiré- 

soudraientréquatiou  ddp-^zrzpdr"'.   — ^  etc^ 

ne  résoudraient  pas  l'équation 

Sr^f/^Rrrdr  =  etc.  , 

à  moins  qu'on  n'eiAt  laissé  dans  la  valear 
de  p  une  lettre  arbitraire  dont  la  déter- 
mination se  lit  ensuite  par  cette  con- 
dition ,  qu'eu  substituant  pour  II  et 
pour  0  leurs  valeurs  dans  l'équation 
Sr'^ f y RrrdrT=:r.  etc.  ,  les  termes  constans 
s'évanouissent  en  même  temps  que  les 
autres. 
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Comme  la  substitution  des  valeurs  de 
R  et  de  p  dans  cette  équation ,  deman- 
deraient de  grands  calculs  :  il  est  à  propos 
de  chercher  à  déterminer  cette  lettre  ar- 
bitraire renfermée  dans  p,  par  une  mé- 
thode qui  soit  telle,  que  sans  faire  les 
substitutions  de  iî  et  de  p  ,  on  soit  sûr 
que  lorsqu'on  les  fera^  tous  les  termes 
s'évanouiront. 

Pour  trouver  cette  méthode,  on  remar- 
quera d'abord  que  l'équation 

venue  (§LVI)  parla  première  différen- 
tiation  de  l'équation  5r^pJRrrà[rz=:etc»,  ne 
peut  pas  convenirà  d'autre  sphéroïde  qu'à 
celui  auquel  Téquation,  St^ffRrrdrT^eXc, 
appartient. 

Ofi  observera  ânsuite  dans  cette  équa- 
tion, que  la  quantité  F — ff^^p  doit  s'éva- 
nouir lorsque  r  =^  i  :  de  plus,  que/^JRrrJr 
devient  •=  A  dans  la  même  supposition. 
Cela  pose^  on  verra  faciiement  que  pour 
déterminer  la  lettre  arbitraire  laissée  dans 
la  valeur  de  t ,  il  suffira  de  faire  erisort» 

que  la  quantité  ——-.-- —  devienne  -  ^  , 


r 


dr       --'—  a 
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lorsque  r=  i  ,  ce  qui  est  extrêmement 

facile. 

Ainsi ,  lorsque  la  valeur  qu*on  aura 
prise  ponr  jd  remplira  cette  condition  ,  et 
que  d'ailleurs  elle  deviendra  l'ellipticité 
observée  lorsqu'on  fera  r=  i ,  on  n'aura 
qu'à  substituer  celte  valeur  de  p  dans  Tex- 
pression  générale  de  R  donnée  dans  le 
§  précédent,  et  pourvu  que  la  valeur  de 
R  qu'on  aura  par  là  soit  toujours  posi- 
tive, et  sa  différence  toujours  négative 
dans  toutes  les  valeurs  de  r  comprisec 
entre  o  et  i ,  on  sera  sûr  d'avoir  fait  une 
hypothèse  qui  s'accorde  avec  les  obser- 
vations et  avec  les  lois  d'hydrostatique. 

§  LXL 

Supposant  qu'un  sphéroïde Jîuide com- 
posé d'un  nombre  fini  de  couches  dont 
les  densités  sont,  données ,  tourne  autour 
de  son  a:ce ,  et  soit  en  équilibre ,  on  de- 
mande  son  elUpticiiè  et  celle  de  toutes 
ses  couches. 

Ce  problème  peut  être  regardé  comme 
un  cas  du  §  LV  et  la  solution  s'en  tire- 
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rait  toat  de  suite ,  si  on  avait  pu  trou- 
ver une  construction  générale  de  l'équa- 
tion 5r*pyjRrr^/'  =  etc.  qui  n'eut  demandé 
autre  chose  que  d'avoir  la  courbe  ou 
l'échelle  des  densités.  Car  en  supposant 
que  depuis  le  centre  jusqu'à  la  distance 
Ca  ,   la    densité  P 

fût  exprimti'e  par  *^| 

0  =  sa ,  depuis  y\      x. — 

a  jusqu'en  h^  par        ^ \^.... 

aCz=:ub  ,  etc.  ;  il  J 

est  clair  que  la  {  ^ 
ligne  rstuxyzoû  '' 
serait  l'échelle  des  densités  ,  et  qu'on 
n'aurait,  pour  résoudre  le  problème  dans 
ce  cas-ci ,  qu'à  faire  usage  de  cette  ligne 
de  la  même  manière  qu'on  aurait  em- 
ployé la  courbe  des  densités  dans  la  cons- 
truction générale. 

Mais  comme  nous  n'avons  point  detnë- 
tîiode  pour  résoudre  généralement  l'équa- 
tion :M*pJRrrdr  =  etc.,  il  la  ut  chercher 
une  route  qui  soit  indépendante  de  cette 
équation.  Pour  y  parvenir,  nous  exprime* 
rons  chaque  ellipticité  par  une  inconnue, 
et  nous  formerons  autant  d'équations  eu 


P,^8  F  I  G  U  8  E 

termes  linis  ,  quil  ^Z  ^  d'inconnues,  en 
nous  servant  de  ia  même  méthode  qne 
nous  avons  employée  ou§  LV,  pour  trou- 
ver ré(j nation  ^r'^fifUrdrr  :^=  etc. 

AKii  de  montrer  l'^ipplication  de  cette 
méthode  ,  soient  nommées 
<P  le  rapport  de  ia  force  ct:nti"ifuge  à  I3 
pesanteur  sous  l'équateur. 

a^h  ^  c • z 

les  demi -axes  de  toutes  Jes  couches 

«•>i^, >'•••-; ' C 

leurs  ellipticilés , 

A,B,  C Z 

ieurs  densités, 

a ,  b ,  c ' y 

les  quantités  dont  ia  densité  de  chaque 
couche  surpasse  ia  densité  de  la  couche 
suivante. 

Soit  cherchée  ensuite  l'équation  que 
donne  la  couche  dont  le  denu-aj^-e  esi 
77.  et  Ton  trouvera 

>  ^  que  la  quantité  qu'on  exprimait  dans 
îe  §  LV  T^ar J  Rrr^r,  doit  être  maintenant 

l-lS(n^--rn')-^l  M(ni'^ny\~ ^-^  Aa\ 

30  «Il 
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et  pour  abréger  je  la  nomme  [N]  ; 

2'-  que  la  quantité  eitprimée  par  JP— ' 
fRdp  sera 

5'.  que  là  quantité  exprimée  par. .... 
/Rd  (r^p) ,  sera 
iV  (n'y  —  rn>)  -f-  iW(mV—  ^^A)  -f- -f-^a^*  ; 

5 
4*.  que  la  quantité  exprimée  par  -  (pA 

sera  5  .  [Z] 


r  * 


2  2 


S  • 


De  là  il  suit,  qu'au  lieu  de  l'équation 

hriffhrrdr  ■.'=  ^^Ar^  4-  Fr"  -  r^fRdp  -F//îrf(r^/»), 
on  aura 

-f  iV(/i-V— m>)  -f-  MÇm^iJi.-r'U'h)  4- -f->/a*tf 

que  l'on  changera  facilement  en 

5*-  LJ  —  ^  o  Li  ^  ,,n  -f  -  «0  -I- -f-vjr-f.  ^J^T 


I!  est  facile  de  former  présentement , 
d'après  cette  équation,  celles  qui  con~ 

»9 
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viennent  aux  autres  couches  ,  ainsi  on 
n'aura  plus  qu'à  dégager  Jes  inconnues 
a,  /3,  etc.,  et  le  problème  cera  résolu. 

On  peut  abréger  considérablement  le 
calcul  que  demande  cette  résolution.  Pour 
cela ,  soit  prise  l'équation. 

H- A  (/s;,!  ^  etc.) 

que  donne  la  couche  placée  au-dessous 
de  celle  qu'on  vient  de  prendre  ;  soient 
retranchées  ensuit©  ces  deux  équations 
l'une  de  l'autre,  on  aura 

<jui ,  avec  celles  qu'on  forme  de  la  même 
manière,  donnera  très-facilement  le  rap- 
port de  CL  avec  /3,  ^,  «T ,  etc.;  car  .sf>it 
d'abord  iormée  sur  l'équation  précédente, 
celle  qui  convient  à  U  couche  dont  le 
demi-axe  est  ^,  on  aura 

qui  donne  le  rapport  de  5  A  «• 
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Formant  de  même  l'équation  qui  ré- 
pond à  la  couche  dont  le  demi-axe  est 
c,  on  aura  le  rapport  àe  y  à*  er  ainsi 
des  autres. 

Les  valeurs  de  iS ,  ;^,  cT,  etc.  en  «  étant 
trouvées  ,  on  n'aura  plus  qu'à  chercher 
et ,  ce  qui  sera  facile  en  se  servant  d'une 
seule  des  équations  de  la  nature  de 

71"»         a        z-*     ♦ 
S  LXII. 
On  tire  de  l'équation 

une  proposition  assez  remarquable,  c'est 
que  ie  rapport  de  VelUpticité  d'une  cou- 
che quelconque  à  celle  de  toutes  les 
couches  inférieures ,  ne  changera  point 
si  on  ôte  toutes  les  couches  supérieures, 
et  qu'on  en  substitue  un  nombre  quel" 
conque  d'autres,  dont  les  densités  et  les 
rayons  soient  pris  à  volonté. 

§  LXIU. 

On  peut  encore  tirer  de  la  même  équa- 
tion ,    que    les  ellipùcités  des  couches 
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doivent  augmenitr  du  centre  à  la  sur» 
Jace^  les  densités  ëtani  toujours  supposées 
diminuer ,  ain$i  que  les  lois  de  l'hydrosta- 
tique le  demandent. 

Pour  le  faire  voir ,  je  donne  à  cette 
équation  la  forme  suivaare 


X 


^     /  A/*  ^/S  S/'    _i     5/'  \   ,     , 

5  [IN] 
dans  laquelle  je  remarque  que 

«ont  nécessairement  des  quantités  posi- 
tives ,  au.«.sitôt  que  w  >•  w  >•  ^  >  A .  etc. 
Delà  il  est  aisé  de  voir  q  ue  si//,>A>-Xjetc. , 
y  surpassera  nécessairement/U-,  Ainsiil  suf- 
fira de  s'assurer  que  /3>'a  pour  être  con- 
vaincu que  ^<iy<i  é\  etc.  Or  il  est  facile 
de  prouvei  que  /3  >*  a  par  le  mojen  de 
î  équation 
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5[B] 
Donc,  etc. 

§  LXIV. 

application  de  la  solution  du  pro- 
blème précédent. ,  à  un  sphéroïde  com- 
posé de  deux  fluides  de  différences  den- 
sités. 

Supposons  que  ces  deux  fluides  fus- 
sent d'abord  réunis  en  globe  ,  te  pbis 
dense  au  centre,  et  l'autre  placé  autour 
en  orbe  sphérîque.  Que  le  rayon  du  globe 
composé  de  la   matière  la  plus  dense 

soit  .,•... ,...,,.-„,♦.       a 

sa  densité...    ^H-a 

le  rayon  du  globe  entier 2 

la  densité  de  l'orbe ,....        1 

Lorsque  la  force  centrifuge  aura  don- 
né à  la  masse  fluide  la  forme  que  de- 
mande l'équilibre,  i'ellipticité  du  sphé- 
roïde entier  et  celle  du  sphéroïde  inté- 
rieur, seront 

^        C 1  o  +  4a)  >;' (il^  5a'â)'^T8a^a 
254)  (i  -f-aa^)'' 
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S  LXV. 

Limites  des  aplatissemens  qii^  les 
■planètes  peuvent  avoir ,  lorsquon  sup" 
pose  quelles  ont  été  originairement 
fluides. 

La  théorie  précédente  ne  peut  s'ac- 
corder avec  l'expérience ,  qu'en  cas  que 
Vellipûcité  observée  ne  passe  pas  de  cer- 
taines bornes  ^  car  si  on  suppose  qu'une 
planète  ait  été  originairement  toutefiuide, 
elle  ne  saurait  être  ni  plus  aplatie  que 
dans  le  cas  où  elle  serait  homogène ,  ni 
moins  apUtie  que  dans  le  cas  où  la  force 
de  la  gravité  pousserait  tous  les  corps 
vers  le  centre,  et  où  elle  agirait  suivant 
la  raison  renversée  du  carré  des  distances 
à  ce  centre. 

Ce  qui  fait  que  les  planètes  ne  sauraient 
être  plus  aplaties  que  dans  Iç  cas  où  elles 
sont  supposées  homogènes  ,  c'est  que 
lorsqu'elles  sont  hétérogènes ,  les  cou- 
ches les  plus  denses  doivent  être  les  plua 
voisines  du  centre  :  or  «uivant  le  %  LXIII, 
il  suit  de  là  que  les  ellipticités  vont  en 
augmentant  du  centre  à  là  surface  ,  et 
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celte  condition,  par  le  §  XXXVIII  , 
demande  que  la  plauèîe  soit  moins  apla- 
tie que  si  elle  était  supposée  homogène. 

Quant  à  ce  que  les  planètes  ne  sn li- 
raient être  moins  aplaties  que  danî>  le 
cas  où  la  gravité  pousserait  tous  les  corps 
vers  le  centre,  et  agirait  en  raison  ren- 
versée du  carré  de  la  distance  *,  la  raison 
en  est  que  cette  hypothèse  est  la  même 
que  celle  où  l'on  supposerait  toute  la  ma- 
dère de  la  planète  réunie  à  son  centre  , 
supposition  qui  doit  être  le  terme  de 
toutes  celles  qu'on  peut  faire  sur  l'aug- 
mentation de  la  densité  dennis  la  surface 
jusqu'au  centre. 

S  LXVI. 

Supposant  toujours  que  les  planètes 
aient  été  originairement  fluides,  et  non 
homogènes  ,  il  est  clair  i°  ^ue  la  pesan- 
teur doit  diminuer  sur  la  surface  dopui.'i 
le  p6iejus,juàCéquateurdune  quantité 
plus  considérable  que  si  elles  étaient 
homogènes  ;  2°  que  cette  diminution  sera 
proportionnelle  an  carré  du  cosinus  de 
la  latitude* 
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S  LXVIL 

Par  le  §  XLÎX,  la  quantilê  dont  la 
pesanteur  au  pôle  surpassera  la  pesan- 
teur à  l'équateur,  sera  exprimée  par 
2i — «T,  «r  étant  rellipticité  de  la  planète, 
et  e  celle  qu'elle  aurait  eue  si  elle  avait 
été  homogène. 


CHAPITRE    V. 

Comparaison  de  la  théorie  précédente 
avec  les  observations, 

S  LXVIIL 

jfovR  la  diminution  de  la  pesanteur 
du  nord  au  sud. 

On  a  vu  dans  le  chapitre  précédent, 
§  LXVI,  qu'en  supposant  qu'un  sphé- 
roïde ne  soit  pas  homogène  ,  la  dimi- 
nution de  la  pesanteur  ,  du  pôle  à  i'équa- 
teur,  doit  élre  plus  grande  qu'elle  ne 
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le  serait  si  le  sphéroïde  était  homogène. 
Delà  il  suit,  que  si  ma  théorie  «  lieu 
pour  la  Terre,  la  diminution  de  la  pe- 
santeur du  pôle  à  l'équateur  doit  être 
ou  égale  à  ^js  <>u  plus  grande ,  et  ne 
saurait  jamais  être  plus  petite  ,  puisque 
la  raison  de  25o  à  a3i ,  est,  par  le  g  XXI, 
celle  qui  doit  être  entre  les  actions  de 
la  pesanteur  à  Téquateur  et  au  pôle ,  si 
la  Terre  est  supposée  homogène. 

Or  cette  concluMon,  tirée  de  nia  théo« 
rie,  est  entièrement  conforme  à  ce  que 
l'expérience  nous  a  appris  ;  car  dans 
toutes  les  observations  qu'on  a  faites  sur 
la  pesanteur^  soit  en  mesurant  actuelle- 
ment la  longueur  du  pendule  qui  bat  les 
secondes ,  soit  en  comparant  la  marche 
de  la  même  horloge  en  des  lieux  dont 
la  latitude  est  différente  ,  on  a  toujours 
trouvé  que  la  diminution  de  la  pesanteur, 
en  allant  du  nord  au  sud  ,  était  plus 
grande  qu'elle  ne  serait ,  si  la  diminu- 
tion totale  depuis  ie  pôle  jusqu'à  l'équa- 
teur était  de  ^. 
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§  LXIX. 
Pour  le  rapport  des  axes  de  la  Terra, 

Si  on  suppose ,  comme  dans  le  cha- 
pitre précédent  ,  que  la  Terre  ait  été 
originairement  fluide  y  il  est  clair ,  par 
le  §  LXV  ,  que  le  rapport  de  ses  axes 
ne  peut  jamais  être  plus  grand  que  celui 
de  aSo  à  a^i ,  puisque  (§  XX)  ce  rap- 
port est  celui  qu'on  trouverait  en  la  sup- 
posant homogène.  Et  comme  les  mesures 
de  la  pesanteur  ne  nous  permettent  pas 
de  supposer  les  parties  de  la  Terre  d'égale 
densité ,  il  faut  donc  que  les  axes  de  la 
Terre  soient  dans  un  rapport  moindre 
que  celai  de  aSo  à  35k 

Si  on  ne  veut  pas  se  restreindre  à  sup- 
poser que  l'arrangement  des  parties  in- 
térieures de  la  Terre,  est  celui  qu'elles  au- 
raient pris  d'elles-mêmes  si  elles  avaient 
été  autrefois  fluides;  mais  qu'on  admette, 
ainsi  que  dans  les  chapitre^  III  et  IV, 
toute  la  généralité  possible  dans  îa  varia- 
tion de  la  densité  et  des  rapports  à%% 
axes  et  des  couches,   depuis  le  centre 
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jusqu'à  la  surface  ,  on  verra  que  la  cliFfé- 
rence  des  axes  doit  être  encore ,  dans 
ce  cas,  moindre  que  -J- :  car  on  sait, 
par  le  §  L ,  que  la  diminution  totale  de 
la  pesanteur  depuis  le  pôle  jusqu'à  l'équa- 
teur  étant  donnée,  il  suffit  de  retran- 
cher la  fraction  qui  l'exprime  de  y-î  5  >  ^f"^ 
d'avoir  la  différence  des  axes  ;  or  la 
diminution  de  la  pesanteur  étant  trou- 
vée ,  par  toutes  les  expériences  ,  plus 
grande  que  tr?*  il  ^^^it  q^e  l'ellipticité 
soit  plus  petite  que  cette  même  fraction, 
c'est-à-dire  que  le  rapport  des  axes  soit 
moindre  que  celui  de  25o  à  aSi. 

Il  n'en  est  pas  de  cette  coticîusion  de 
ma  théorie  comme  de  celle  que  j'en  ai 
tirée  dans  le  §  précédent  ,  car  le  degré 
mesuré  au  Nord  étant  comparé  au  de- 
gré mesuré  en  France  ,  on  trouve  que 
le  rapport  des  axes  est  celiri  de  177  à  178, 
plus  grand  que  celui  de  aSo  à  281  ,  au 
lien  d'être  plus  petit  comme  il  le  f^iudrait. 

Comme  la  mesure  faite  au  Nord  a  été 
exécutée  avec  utie  grande  exactitude  et 
beaucoup  d'attention ,  il  paraît  d'abord 
que  le  résultat  de  cette  mesure  doit  être 
préféré  à  celui  que  donne  ma  théorie  ,♦ 


3oo  FIGURE 

cependant  si  on  fait  attention  aux  erreurs 
inévitables  des  mesures  actuelles  et  aux 
limites  de  ces  erreurs  ,  on  verra  que  « 
sans  Taire  tort  à  ces  mesures,  on  peut  les 
rapprocher  de  ma  théorie,  et  trouver  un 
résultat  commun. 

Car  en  faisant  îe  calcul  nécessaire ,  on 
trouvera  qu'il  ne  faudrait  pas  retrancher 
60  toises  de  la  différence  des  degrés  de 
Paris  et  de  Tornéo ,  pour  trouver  les 
axes  dans  le  rapport  de  23o  à  25 1  :  or  si 
on  remarque  ce  que  c'est  que  ^o  toises 
sur  deux  opérations  qui  demandent  cha- 
cune tant  d'observations  astronomiques 
et  géographiques  ,  on  verra  qu'on  peut 
supposer  une  erreur  un  peu  plus  consi- 
dérable que  60  toises,  sans  faire  tort  ni 
à  la  mesure  du  Nord,  ni  à  celle  de  M.  Pi 
card ,  et  alors  la  théorie  et  l'expérience 
seront  d'accord. 

Qu'on  suppose^  par  exemple,  que  la 
différence  des  degrés  de  Paris  et  de  Tor- 
néo ait  été  trouvée  trop  grande  de  80 
toises  ,  on  aurait  pour  la  différence  des 
axes  de  la  Terre  environ  y~ ,  et  retran- 
chant cette  fraction  de  ~  •  o"  trouverait 
/'"?  pour  la  dirainutioïv  de  la  pesanteur  du 
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pôle  à  l'équateur ,  ce  qui  s'accorderait 
assez  bien  avecles  observation-,  faites  en 
France  et  en  Laponie ,  avec  l'excellente 
pendule  de  M    Graham. 

Au  reste  quoique  les  erreurs  qu'il 
faudrait  supposer  dans  \es  observations, 
pour  les  accorder  avec  ma  théorie  ,  soient 
assez  légères,  je  me  garderai  bien  d'as- 
surer qu'elles  aient  été  commises  ,  c'est 
un  fait  qu^on  ne  pourra  vérifier  qu'avec 
les  mesures  que  nous  attendons  du  Pé- 
rou .  car  la  grande  différence  qui  doit  être 
entre  ie  degré  de  Quito  et  celui  de  Tor- 
néo,  est  la  seule  chose  qui  puisse  décider 
si  le  rapport  des  axes  est  plus  petit  ou 
plus  grand  que  celui  de  23o  à  î>5i. 

Lorsqu'il  ne  s'agit  que  de  démontrer 
l'aplatissement  de  la  Terre ,  la  mesure 
des  degrés  de  Tornéo  et  de  Paris  est  plus 
que  suffisante  ;  mais  si  on  veut  avoir  le 
vrai  rapport  des  axes,  ce  ne  peut  être  que 
par  la  comparaison  des  degrés  les  plus 
éloignés. 

Ce  rapport  une  fois  déterminé ,  s'il  se 
trouve  plus  petit  que  celui  de  aSo  à  aSi, 
ii  sera  très- facile,  par  ce  qui  précède  ,  de 
former  des  hypothèses  our  l'intérieur  de 
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la  Terre  qui  conviennent  avec  la  théorie 
et  les  observations,  soit  qu'on  admette 
que  la  Terre  ait  été  originaire  ment  fluide, 
6oit  qu'on  ne  l'admette  pas. 

Mais  si  ce  rapport  se  trouvait  incon- 
testablement plus  grand  que  celui  de  a3o 
à  a3i  ,  j'avoue  que  non-seulement  il  fau- 
drait abandonner  la  théorie  que  j'ai  éta- 
blie dans  cette  seconde  partie,  mais  qu'il 
serait  difficile  de  concilier  les  mesures 
du  pendule  avec  celle  des  degrés  dans  le 
système  de  M.  Newton.  Je  crois  même 
pouvoir  assurer  que  si  on  y  réussissait , 
ce  ne  pourrait  être  qu'en  employant  des 
hypothèses  qui  auraient  bien  peu  de  vrai- 
semblance. 

5  LXX. 

Pour  le  rapport  des  axes  de  Jupiter, 

Si  on  supposait  que  toute  la  matière 
dont  Jupiter  est  composé  fût  inliniment 
rare  par  rapport  à  celle  qui  est  au  centre 
de  celte  planète ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même  ,  si  on  voulait  que  les  parties  de 
Jupiter,  au  lieu  de  s'attirer  les  unes  les 
autres ,  fussent  toutes  poussées  vers  le 
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centre  de  cette  planète  ;  il  est  clair  que 
le  rapport,  de  \n  force  centrifuge  à  la  gra- 
TÎté  sous  réquateur  de  Jupiter,  serait 
celui  de  I  à  u,6i5,  déterminé  au  §  XXIf^ 

par  la  formule  vj-.  Car coninne,  dans  cette 

hypothèse,  la  force  de  la  gravité  à  l'équa- 
teur  de  Jupiter  serait  à  la  force  que  cette 
planète  exerce  sur  le  satellite  ,  en  raison 
du  carré  de  la  distance  du  satellite  au 
carré  du  rayon  de  l'équateur  de  Jupiter  ; 
il  s'ensuivrait  que  la  force  centrifuge  à 
l'équateur  de  Jupiter  serait  à  la  gravité 
au  même  lieu  ^  en  raison  composée  du 
cube  de  la  distance  du  satellite  au  carré 
du  temps  de  la  rotation  de  Jupiter. 

Cela  posé ,  il  est  facile  de  trouver  quel 
serait  le  rapport  des  axes  de  Jupiter  dans 
cette  hypothèse;  il  suffit  pour  cela  de  re- 
courir au  §  XXTX  de  la  première  partie , 
et  l'on  trouvera  que  le  demi-axe  de  cette 
planète  serait  à  son  équateur  dans  la  rai- 
son de  43,25  à  24,25. 

Mais  si,  au  lieu  de  supposer  toute  la 
matière  de  Jupiter  réduite  au  centre  ,  on 
la^supposait  homogène,  on  a  vu  (J  XXII) 
que  le  rapport  des  axes  serait ,  en  ce  cas  , 
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celui  de  loo^à  90  [.  Donc,  parle  JLXV, 
pour  que  les  observations  s'accordent 
avec  ma  théorie ,  il  faut  que  rellipticité 
de  Jupiter  se  frouve  entre  --^  et  ^ ,  or  c'est 
ce  qui  arrive  en  effet;  cardes  excellentes 
observations  de  MM.  Cassini  et  Pound  , 
il  résulte  que  le  rapport  des  axes  de  Jupi- 
ter est  entre  celui  de  i3  à  a4 ,  et  celui 
de  I  o  à  II. 

La  tliéorie  précédente  se  trouvant  donc 
d'accord  avec  toutes  les  mesures  du  pen- 
dule et  avec  l'observation  des  diamètres 
de  Jupiter;  s'il  arrive ,  outre  cela  ,  que 
les  mesures  que  nous  attendons  du  Pérou 
comparées  t  celles  qui  ont  été  faites  en 
Laponie  ,  rendent  la  différence  des  axes 
moindre  que  ~,  cette  théorie  aura  toute 
]a  confirmation  possible  ,  et  la  gravita- 
tion universelle  ,  qui  s'accorde  si  bien 
avec  les  inouven)ens  des  planètes,  s'ac- 
cordera encore  avec  leurs  figures, 

F  I  N. 
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